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INTRODUCTION. 


La Géodésie enseigne à lever les plans et les caries 
topographiques, à déterminer et à partager l’étendue 
des surfaces. Cette science est indispensable à tous 
ceux qui s’occupent du mesurage, de la division, du 
drainage, du bornage et de l’expertise des terres; elle 
n’est pas inutile aux notaires et aux hommes d’affaires 
en général ; elle est enfin indispensable aux régisseurs 
des fermes et à quiconque s’occupe d’économie rurale 
et d’agriculture, lorsqu’il s’agit du nivellement des ter- 
rains en culture et du tracé des chemins de desserte, 
de décrire ou de projeter un système d’irrigation ré- 
gulier, de fixer les assolements et de déterminer la 
quantité de semence relative à l’étendue et à la na- 
ture des cultures adoptées, etc. Aidée de la topo- 
graphie, qui est l’art de dessiner la carte ou de repré- 
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senior la nature dans une projection horizontale, elle 
est une des parties essentielles d.u génie civil et mili- 
taire, et est même exigée de messieurs les olliciers du 
génie, des agents des contributions directes et de tous 
les professeurs et instituteurs primaires. Elle devrait 
d’ailleurs faire partie de toute bonneéducation, puis- 
qu’elle {«eut procurer de nouvelles jouissances à tout 
homme lettré qui habite ses propriétés rurales, en lui 
fournissant les moyens d’en étudier l’aspect, la con- 
figuration et les produits. Enfin, c’est particulière- 
ment la science qui dirige la grande opération du 
cadastre, seule capable de fournir une matrice réelle 
de tous les documents topographiques que compor- 
tent les divers services publics dans tons les royaumes 
sans exception. 

On s'étonne d’abord qu’un art aussi utile n’ait pas 
été plus universellement répandu; mais la pratique 
de la Géodésie n’ayant été enseignée jusqu’ici avec 
distinction que dans les corps du Génie militaire, des 
Mines et des Ponts et Chaussées, placés au-dessus des 
autres administrations, et sans relations directes avec 
les simples citoyens, ceux-ci, le plus souvent sans 
principes et sans méthodes, lorsqu'ils voulurent se 
livrer à des levés de plans et autres opérations ana- 
logues, durent ne parvenir qu'à des résultats impar- 
faits. 

La Géodésie et la Topographie étaient ainsi mena- 
cées de rester longtemps le domaine exclusif d’un 
petit nombre d’adeptes, lorsqu’une de ces institu- 
tions qui font époque dans l’histoire des peuples fut 
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lonnée à la France, el fit enfin présager d’heureux 
irogrès pour ces deux arts. 

H’une part , un système unique de poids el de me- 
ures, dont les bases furent prises dans la nature, 
int enfin remplacer l’absurde et révoltante diversité 
ui avait jusque-là isolé chaque village, chaque pro- 
nce; et d’autre part, le cadastre fut décrété. 

Ces deux importantes réformes étaient d’une im- 
rieuse nécessité, et fort heureusement un grand 
ncours de circonstances en avaient aplani les 
flicultés ; mais il fallait le pouvoir et le vouloir 
m Napoléon pour le faire triompher des abus el 
s influences qui les enrayaient dans leur applica- 
n. 

En effet, tous les gouvernements, les économistes 
les législateurs de tous les pays avaient reconnu 
tout temps la nécessité et avaient recherché les 
yens d’arriver à ::ne juste répartition de l’impôt 
cier entre les divers contribuables; mais toutes les 
talives avaient dô échouer devant les abus el les 
viléges existants, et en outre parle défaut de base 
de, notamment parle besoin préalable de déter- 
icr invariablement, selon les titres et les jouis- 
ces des possédants, les limites de la propriété el 
;a valeur vénale progressive ou décroissante, 
insi, jusqu’au xvm* siècle, pas un gouvernement 
ait pu réaliser ou organiser convenablement 
j grande œuvre de progrès social et agricole (un 
islre complet traité à règle d’art), à laquelle 
re sont cependant subordonnées la paix el la sé- 
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curité des familles qui possèdent les terres et l’ai- 
sance générale ; œuvre enfin qui est le complément 
indispensable de la première et de la plus utile des 
institutions données aux peuples libres et civilisés, 
celle de F appropriation des lerres cultivables au grand 
nombre , débarrassée des fraudes et usurpations qui, 
comme les droits de parcours et autres privilèges 
abusifs, compriment ou paralysent toute émulation, 
tout progrès, s’ils ne sont une négation de fait du 
droit de propriété, sans lequel droit il n’y a et il ne 
peut y avoir de production possible assurée, puisque 
nul n’a intérêt à cultiver ce qui n’est pas respecté et 
dont il n’est pas sûr de recueillir les produits. 

1, 'industrie agricole, base de toutes les industries, 
n’a donc pas été seulement et généralement en souf- 
france par le défaut d’encouragement pour toutes les 
améliorations et importations indigènes et exotiques, 
que chaque localité est susceptible de pouvoir adop- 
ter et acclimater, mais encore par les abus matériels 
signalés et autres analogues que la justice distribu- 
tive et l’intérêt général réclament, et que tout gou- 
vernement paternel et protecteur de la famille et de 
la propriété a le droit de révoquer; en vue surtout 
de la nécessité, de plus en plus urgente, d’une juste 
répartition des contributions foncières, et de tous 
droits d’enregistrement pour ventes, mutations, hy- 
pothèques, etc., qui sont généralement répartis et 
perçus avec une inégalité choquante qui en aggrave 
considérablement le poids, et en rend la perception 
de plus en plus difficile. 
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En cet état, il est donc évident qu’il ne saurait y 
voir réellement de progrès social et agricole propre- 
îent dits, qu’en soumettant indistinctement toutes les 
ossessions productives , ou susceptibles de l’être , aux 
’iarges publiques, en les taxant dans l' exacte propor- 
on de leur étendue et de leur fertilité. 

Or, le cadastre seul, et un cadastre organisé en con- 
rvations, qui consacre et perpétue celte égalité ter- 
loriale et proportionnelle en fait de contributions 
)ur tous les terrains productifs, un cadastre basé 
ir des plans géométriques qui fixent invariablement 
» limites des chemins, des cours d’eau, des héri- 
ges enfin, dons toutes leurs sous-divisions, en re- 
essant successivement les erreurs matérielles léga- 
nent constatées, et en indiquant progressivement 
des les mutations, les détériorations de force ma- 
ire et les améliorations, enün leur valeur vénale 
riable; un cadastre, ainsi organisé, disons-nous, 
la première et la plus utile des institutions qu’un 
iple libre puissedésirer,etqu’un gouvernement pa- 
nel et populaire puisse donner et transmettre avec 
;ueil à la postérité. 

Une opération aussi vaste, aussi féconde en résul- 
>, ne pouvait donc échapper au génie entreprenant 
Napoléon, placé à la tête d’une nation amie de la 
ire, d’un peuple éminemment porté vers l’étude 
sciences positives, et toujours jaloux de conserver 
prééminence dans les beaux-arts, comme dans 
tes les institutions qui intéressent l’ordre social 
i prospérité publique. 
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Le cadastre fui donc institué, disons-nous, et com- 
mencé dès 1802 ; et, malgré les difficultés inhérentes 
à toute institution naissante, malgré la rareté mo- 
mentanée de sujets, et le défaut de méthodes abré- 
viatives dans l’exécution des premiers essais, on vil 
bientôt de nombreux agents du cadastre acquérir, à 
force de zèle et de travail, une grande aptitude, et 
l’on put compter sur plusieurs Traités géodésiques im- 
provisés, auxquelsdes savants du premierordre n’au- 
raient pas dédaigné d’associer leur nom. 

Ce zèle des géomètres français fit obtenir des succès 
inespérés. Le mode de procéder aux expertises et au 
classement des propriétés entraîna des lenteurs, ex- 
cita des plaintes, à la vérité; mais néanmoins chaque 
département se trouva bientôt enrichi de nombreux 
plans par masses et parcellaires, qui, sans être par- 
faits, surpassaient déjà tout ce qui avait été fait dans 
ce genre. 

La grande question de la possibilité du cadastre 
fut donc résolue. Cependant la confection d’un plan 
parcellaire, d’après les seules méthodes en usage jus- 
que-là, exigeait tant de déplacements, d’opérations 
graphiques et de calculs, qu’on pouvait craindre 
qu’un travail auquel il fallait sacrifier ses plus belles 
années, et qui n’offrait qu’une ressource précaire, 
sans retraite aux longs services rendus, ne fiât aban- 
donné par les sujets les plus distingués. 

Cette crainte était d’autant mieux fondée que, par 
un revirement abusif inattendu, la partie d’art passa 
dans les attributions de T administration purement 
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financière, [tour n’en sortir que par une déception, 
puisque, après avoir sacrifié quarante ans de temps 
\ faire et refaire, disons plutôt, à chicaner sur l’or- 
lanisation du personnel, avec une dépense de 200 aill- 
ions, pour asseoir l’impôt foncier, cette même ad- 
ninistration a sacrifié non -seulement la presque 
otalilé des hommes spéciaux, mais jusqu’aux élé- 
nenls essentiels qui pouvaient seuls les perpétuer et 
implifier, et en même temps dédommager les pro- 
priétaires des sacrifices immenses qu’ils s’étaient im- 
posés pour s’affranchir à peu de frais des contest- 
ions de voisinage et de bornage, à faire résoudre, 
resque toujours à grands frais, par les tribunaux, 
vec le concours d experts géomètres plus ou moins 
abiles, au préjudice, bien entendu, de l agricul- 
îre!.... 

Le cadastre, après cinq ans d’épreuves et six ans 
'une marche rapide et soutenue, se trouva com- 
romisdès 1814, et bientôt après suspendu par suite 
es événements politiques; mais cette interruption et 
■tto usurpation, faite à l'enconlrede la spécialiléet des 
roits acquis, ne pouvaient décourager les géomètres 
ii cadastre. Un juste sentiment d’orgueil pour leurs 
reiniers succès, joint à l’espoir fondé d’une répara- 
m plus ou moins prochaine, enfin l’idée que la 
ême opération était continuée dans les départe- 
ents détachés de la Franco, et projetée parles prin- 
paux souverains de l’Europe, qui avaient fait co- 
er nos instructions et nos modèles, soutint et 
mula leur zèle. Us firent en conséquence de nou- 
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vellcs recherches, et, après avoir médité sur les prin- 
cipes féconds des sciences exactes, ils purent bientôt 
déduire des moyens nouveaux, et des procédés d’au- 
tant plus précieux, d’autant plus simples, qu’en 
abrégeant les diverses opérations de la construction 
etdu calcul des plans, ilsdiminuaieut aussi les causes 
d’erreur; de telle sorte qu’une circonstance, nuisible 
en apparence au progrès de l’art, en assura le plus 
heureux succès. Car on vil aussitôt élever la Géodésie 
pratique au niveau des sciences modernes les plus 
avancées, par la publication des découvertes pré- 
cieuses, au nombre desquelles nous pûmes placer 
les instruments et procédés de notre invention, que 
la pratique ne tarda pas à sanctionner, et à placer au 
premier rang en fait de simplicité , de précision et d'é- 
conomie de temps et de dépense (*). 

Le cadastre fut enfin repris en 1822 et conduit à 


(*) Ces faits sont établis : 1° par le Rapport do MM. Lacroix, 
Mathieu et Cauchy fait à l'Académie des Sciences, dans sa séanco 
du 11 juin 1821, et par les encouragements décernés à l’auteur dans 
la môme séance par la dite Académie ; 2° par le Rapport du Com- 
missaire royal du cadastre, dans les éclaircissements donnés à la 
Chambre des Députés en réponse aux assertions du rapporteur des 
finances, qui motivait la suppression du cadastre sur ce fait er- 
ronné, que l'opérai ion, conduite au quart dans l’espace d'environ onze 
ans, avec une dépense d’environ 55,000,000, exigerait encore plus 
de trente ans, et 165,000,000 pour être terminée... tandis que, d’a- 
près les données les plus positives, M. le Commissaire royal éta- 
blissait que son achèvement n'exigeait plus qu'une dépense de 
97,495,177 francs, en observant que la découverte d’un nouvel instru- 
ment, destiné à faciliter et à abréger les calculs des contenances, 
permettait de faire sur celte partie du travail une économie importante. 
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sa fin, avec l’espoir d’une organisation définitive en 
conservations, toujours promise, et à l’état de projet 
successivement ajourné!... Et c’est ainsi que la meil- 
leure des institutions de l’Empire est tombée en dé- 
suétude, dans la nation la plus avancée en civilisa- 
tion, et la première appelée à jouir de ses bienfaits. 

L’opération cadastrale est donc à recommencer en 
France comme dans tous les pays où elle n’a pas été 
organisée en conservations dans l’intérêt des gouver- 
nements et des propriétaires. Et comme cette opéra- 
ion doit être en outre, la base la plus régulière, et la 
noins contestable de l’élection communale et gou- 
'ernementale à l’ordre du jour, dans tous lesgouver- 
îements monarchiques et démocratiques légalement 
onstitués; et que l’exécution de l’opération cadas- 
rale y est généralement réclamée et décrétée pour 
tre immédiatement commencée ou révisée, et être 
nfin organisée en conservations permanentes ù règle 
.art , il est de la plus haute importance que tous les 
ommes spéciaux qui ont été conduits à des décou- 
ertes utiles lui prêtent leur concours. Et c’est encore 
ne dette envers la patrie et les peuples civilisés que 
>ut bon Français doit acquitter avec empressement, 
n mettant en lumière, par la publicité, tous les 
îoyens et procédés qu’il possède, et qui tendent à la 
mplifier et perfectionner. 

Tel est le but de cette nouvelle publication, réclu- 
lée d’urgence par les circonstances politiques qui 
ipprochent les peuples et les appellent au libre 
;hange des idées utiles et pratiques, en attendant 
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que le libre échange des intérêts matériels, contro- . 
versé, soit mieux compris et puisse être généralement 
admis, sans autre rivalité que celle d’une émulation 
fraternelle qui dispose les peuples à l’unité sociale. 
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PRINCIPES GÉNÉRAUX D’ARITHMÉTIQUE ET D’ALGÈBRE. 

1. Des connaissances que lui ont apportées ses pre- 
mières sensations, l’homme forme une échelle de compa- 
raison, sur laquelle doit s'appliquer et se mesurer tout ce 
qui, par la suite, pénétrera dans son esprit. Tous les 
grades de cette échelle indifféremment ont reçu le nom 
d'unité; ce mot indique donc une propriété, mais une 
propriété fictive, attendu qu’elle n’est relative qu’à une 
simple opération de l’esprit. Toute propriété pouvant se 
considérer isolément de l’objet auquel elle se rattache, 
ious nous occuperons, non de chaque objet en particu- 
ier, mais de la faculté commune à un très-grand nombre 
le servir de terme de comparaison. 

Nous appellerons nombres les résultats de nos compa- 
aisons, c’est-à-dire les rapports des autres objets de 
nême nature avec celui que nous aurons choisi pour unité, 
lies divers rapports ont pris le nom de deux, trois, qua- 
rt, etc. ; leur composition a servi à les coordonner. Quatre 
st plus composé que trois, voilà pourquoi il suit ce der- 
tier nombre ; cinq est plus composé que quatre, etc. Ces 
L. 1 


Digitized by Google 



2 


GÉODÉSIE l'RAÎIQl'E. 

rapports peuvent, de même que l’unité, être considérés 
indépendamment de la nature des objets : rappelons-nous 
donc bien que, dans ce qui suivra, il ne s’agira que des 
nombres en général, et non pas de nombres d’objets de 
telle nature déterminée; autrement, nous ne raisonne- 
rons que sur des nombres abstraits, et non sur des nom- 
bres concrets. 

2 . Pour exprimer la série indéfinie des nombres, on 
n’a pris que neuf signes (1, 2, 3, h, 5, 6, 7, 8, 0), dont 
chacun a dû, par conséquent, outre une valeur primitive, 
avoir une infinité de valeurs relatives. On pouvait leur 
donner ces valeurs relatives d’une infinité de manières; 
on a choisi la position occupée sur une ligne horizontale, 
par rapport à un point fixe, c’est-à-dire qu’à partir de ce 
point on a imaginé à droite et à gauche une série de 
places que chaque chiffre à son tour pùt occuper, en 
prenant à chaque changement une valeur différente. Tout 
alla bien, tant que toutes les places, à partir du point 
fixe, se trouvèrent remplies : il ne fut pas besoin de les 
indiquer autrement que par le chiffre qui les occupait. 
Mais en voilà une vacante : il nous faudra donc tracer des 
divisions, et en laisser une non occupée? Non : il est bien 
plus simple d’imaginer un dixième signe, qui sera uni- 
quement destiné à remplir les places vides. 

3 . Les neuf premiers nombres eurent ainsi leurs signes 
particuliers. Pour exprimer dix, ou eut recours aux va- 
leurs relatives, et, pour procéder avec ordre, on partit 
du premier chiffre, qui fut chargé de représenter ce nom- 
bre, lorsqu’il occupait la deuxième place à gauche du 
point fixe, ('.cite seconde place une fois occupée par l’u- 
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nité, on fit reparaître successivement les neuf chiffres à la 
première, ce qui fournit neuf combinaisons, et conduisit 
jusqu’au nombre dix-neuf (10). Il s'agit maintenant de 
représenter vingt : nous substituons 2 à 1 dans la se- 
conde place, puis, faisant occuper de nouveau la première 
par les neuf chiffres, nous arrivons à vingt-neuf (29). Nous 
arriverons de même à 39, à 49, etc., et enfin à 99. Nos 
combinaisons dans les deux premières places se trouvant 
épuisées, reportons l’unité à la troisième place à gau- 
che ; c’est l’emblème de cent (100). Laissons cette unité 
stationnaire à ce point, jusqu’à ce que nous ayons fait 
reparaître successivement dans les deux premières places 
nos quatre-vingt-dix-neuf combinaisons précédentes, 
nous arriverons à deux cents, et ainsi de suite. Ce que 
nous venons de dire suffit pour montrer la marche des 
combinaisons des signes destinés à représenter tous les 
nombres possibles. 

4. Nous voyons que les chiffres qui dans la pre- 
mière place représentaient des unités simples, dans la 
deuxième représentent des dizaines ou assemblages de 
dix unités, que nous pouvons regarder comme des unités 
décuples des premières; puis dans la troisième, des cen- 
taines ou unités décuples des dizaines ; à la quatrième, des 
mille, etc. On ne s’est pas borné là ; regardant les unités 
comme point de départ, on se demanda pourquoi les neuf 
premiers chiffres placés à leur gauche recevant une va- , 
leur relative dix fois plus grande que leur valeur primi- 
tive, ces mêmes chiffres dans une autre position, à droite 
par exemple, ne recevraient pas une valeur dix fois plus 
petite que leur première; pourquoi, placés au deuxième 
rang à droite, ils ne représenteraient pas des unités cent 
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fois plus petites, de même que, placés au deuxième rang 
à gauche des unités, ils représentaient des unités cent 
fois plus grandes, etc. On établit alors, à droite des unités, 
une marche de décroissement absolument semblable à la 
marche d’accroissement suivie à leur gauche, de sorte que 
l’ensemble des signes offrit, en marchant de droite à gau- 
che, une loi constante d’accroissement (accroissement dé- 
cuple), et, en marchant de la gauche vers la droite, une 
loi constante de décroissement (décroissement décimal); 
on voit aisément, d’après cela, pourquoi l’on prononce in- 
différemment : 12, Ù3, douze unités quarante-trois cen- 
tièmes, ou douze cent quarante-trois centièmes. Les nom- 
bres peuvent s’étendre à la fois à gauche et à droite des 
unités, comme le nombre ci-dessus ; mais s’ils ne s’éten- 
dent que d’un côté, ce seront toujours les unités qui ser- 
viront de point de départ, à moins qu’on ne fasse inter- 
venir une convention nouvelle. Ainsi, tout nombre qui 
n’offrira pas la virgule décimale, sera terminé à droite par 
des unités : bieu entendu que le chiffre de ces unités peut 
être 0 de même que tout autre ; tous les nombres qui 
portent la virgule décimale, présentent, à gauche de cette 
virgule, le chiffre des unités, qui peut encore n’être que 0, 
de môme que ceux des dizaines, des centaines, etc.; mais 
alors on se borne à écrire le 0 des unités. 

5. 11 est une question qu'on peut nous faire : Pourquoi 
avoir choisi dix signes plutôt que tout autre nombre? 
— Pourquoi ? La convention existe, elle est la seule que le 
langage usuel nous permette d’employer, voilà tout ce 
que l’on peut dire. Avec plus ou moins de sigues on n’en 
aurait pas moins représenté tous les nombres; obser- 
vons toutefois que moins on prend de signes, plus les va- 
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leurs relatives de chacun se trouvent rapprochées le3 
unes des autres : plus par conséquent ces signes se ré- 
pètent à diverses places dans l’expression d’un nombre 
un peu considérable ; cela tient à ce que la loi d’accrois- 
sement relatif suit nécessairement le nombre de chiffres 
que l’on emploie. A la rigueur, il eût suffi de prendre 
deux signes, mais l’écriture eût alors été fort longue et 
peu commode; l’unité eût bien pu toujours être repré- 
sentée par 1, mais pour représenter deux il eût fallu 
donner au signe 1 une première valeur relative, 10 (nous 
admettons ici pour la disposition les mêmes conventions 
que ci-dessus); trois aurait été représenté par 11; pouf 
désigner quatre, il eût fallu une nouvelle valeur relative 
de 1, 100 , etc. Dans le système décimal, les valeurs rela- 
tives se montrent de dix en dix fois plus grandes; dans le 
système binaire, elles ne font que doubler ; dans le système 
ternaire, elles deviendraient triples les uues des autres, etc. 
Passons aux combinaisons des nombres. 

COMBINAISONS DES NOMBRES. 

6. Nous pouvons avoir besoin de réunir deux nombres. 
L’opération à faire (qui se nomme addition ) ne dépendra 
que de la convention établie pour leur écriture. Il est clair 
que nous devons réunir les unités de môme espèce , et 
lorsque la somme de l’une de ces espèces nous donnera 
quelque unité de l’ordre supérieur, nous devrons naturel- 
lement reporter cette unité au rang qui lui conviendra. 

7 . Avons-nous à retrancher un nombre d’un autre, 
nous ne pouvons que retrancher chaque espèce d’unités 
des unités de même grandeur. Il est clair que dans le 
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nombre à diminuer noua pouvons reproduire à chaque 
place autant d’unités que nous le voudrons, en décompo- 
sant quelques unités de l’ordre supérieur. 

8 . Nous pouvons avoir à répéter un certain nombre de 
fois un nombre proposé, ou, si l’on veut, à multiplier un 
nombre par un autre. Quand nous disons un certain nom- 
bre de fois, il faut bien se souvenir que nombre signifie 
également assemblage d'unités entières et assemblage de 
parties d’unités, que nous pouvons regarder comme des 
unités plus petites; 0,7 est un nombre, de même que 7. 11 
est, en conséquence, une observation importante à faire 
sur la multiplication, c’est quelle ne produit pas toujours 
augmentation. Quand, par exemple, nous répéterons un 
nombre plusieurs dixièmes de fois, le résultat sera néces- 
sairement plus petit que ce nombre , attendu que pour 
former le produit, nous ne le prendrons pas une fois en- 
tier. Ce mot répéter, employé généralement pour signifier 
augmentation, pourrait fort bien induire en erreur si l’on 
n’y faisait attention; toutes les fois donc que nous parle- 
rons de multiplication, il ne faudra pas préjuger que le 
résultat soit plus grand que le nombre à multiplier. Nous 
allons donner un exemple de diminution opéré par la 
multiplication : Soit 7 à prendre cinq dixièmes de fois, ou 
à multiplier par 0,5 : cela revient à prendre cinq dixièmes 
de chaque unité de 7, ou à remplacer chaque unité par 
cinq dixièmes; le résultat se trouve être ainsi sept fois 
cinq dixièmes, ou 3,5, ce qui est moindre que 7. 

Nous ne nous arrêterons pas sur les procédés de la mul- 
tiplication, que nous supposons connus des élèves dans 
les deux cas des nombres entiers et des nombres déci- 
maux; nous ajouterons seulement que les éléments de la 
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multiplication se nomment fadeurs du résultat, et qu’un 
résultat composé de deux facteurs égaux s’appelle seconde 
puissance, ou carré du nombre facteur. Nous reviendrons 
plus tard sur cet objet. 

9 . Nous pouvons enfin avoir à diviser un nombre, c’est 
l’expression usitée. Mais il ne faut pas encore ici se laisser 
tromper par les mots; partager, diviser, annoncent ordi- 
nairement diminution; cependant le nombre résultant 
d’une division (on l’appelle quotient) peut être plus grand 
que le nombre divisé. Voici comment : Nous cherchons 
combien de fois le diviseur est compris dans le dividende ; 
or le diviseur peut être un nombre composé seulement 
de parties de l’unité, de dixièmes par exemple; il sera 
donc contenu dans le dividende plus de fois que l’unité 
elle-même : le résultat ou quotient sera donc plus grand 
que le dividende. Soit 24 à diviser par 0,5; nous cher- 
chons combien de fois 0,5 est contenu , d’abord dans 
chaque unité particulière, puis dans chaque nombre d'u- 
nités. 11 est compris vingt fois dans chaque dizaine, et, 
par conséquent, quarante fois dans les deux; on le re- 
trouve deux fois dans chaque unité, les quatre doivent 
donc le contenir 8 fois; le résultat est 48, nombre plus 
grand que 24. 

Nous ne devons considérer la division que comme le 
moyen de décomposer un nombre en deux facteurs, géné- 
ralement inégaux , dont l'un est donné : décomposition 
que l’on regarde comme toujours possible. La plupart du 
temps, il est vrai, le deuxième facteur n’est pas un nom- 
bre entier. Mais, nous dira-t-on, si ce composant est frac- 
tionnaire, s’il contient une partie décimale, le résultat ou 
dividende devrait également en offrir une. C’est vrai : 


• v 
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mais le produit de deux nombres décimaux n’est-il pas 
souvent un nombre entier, ne voit-on pas souvent sa 
partie décimale n’offrir que des 0? Oui. Eh bien, rétablis- 
sons au dividende ces 0 que l’on s’est dispensé d’écrire, 
et dont la présence est indispensable pour opérer la dé- 
composition. Supposons-nous que le quotient se compose 
de dixièmes, il faut en rétablir un, et dès lors nous pou- 
vons continuer notre opération et retrouver le chiffre des 
dixièmes. Avons-nous encore un reste, c’est le 0 des cen- 
tièmes disparu au dividende que nous y devons rétablir, 
et nous retrouvons les centièmes du quotient. On sent que 
l’on peut conduire ce raisonnement aussi loin que l’on 
voudra, et obtenir un nombre infiniment peu différent du 
véritable quotient. 

Des quatre opérations que nous venons de reconnaître, 
la première produit constamment augmentation, la seconde 
diminution; il n’en est pas de même de la troisième et de 
la quatrième, qui produisent tantôt augmentation, tantôt 
diminution. 

10 . Nous avons précédemment dit un mot d’une espèce 
de composition dans laquelle ou ne fait entrer que deux 
facteurs égaux. On regarde tous les nombres comme com- 
posés de cette manière, et par conséquent comme suscep- 
tibles d’être décomposés. Cette décomposition, dont nous 
allons donner la marche, partagera les nombres en deux 
classes : la première comprendra tous les nombres décom- 
posables en facteurs égaux entiers : on les appelle carrée 
parfaits; la deuxième renfermera tous ceux qui ne seront 
décomposables qu’en deux facteurs égaux fractionnaires. 
Cette seconde classe nous présente une seconde division i 
une partie des nombres qu’elle comprend seront décoin- 
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posables en facteurs inégaux entiers : le reste ne jouira pas 
de cette propriété ; c’est pour cette raison que ces derniers 
nombres ont reçu la dénomination de nombres premiers. 

Occupons-nous maintenant de la décomposition des 
nombres en deux facteurs égaux, c’est-à-dire de Y extrac- 
tion de la racine carrée. 

11. La formation de la deuxième puissance n'offre au- 
cune difficulté; il n’en est pas de même de la décompo- 
sition. Nous allons observer en détail la contexture d’un 
carré, afin de pouvoir revenir au nombre qui l’a formé; 
il faut avoir placé dans l’édifice ses pièces une à une, pour 
les savoir enlever avec ordre. Analysons donc le carré 
d’un nombre composé de dizaines et d’unités (on peut 
appliquer ce qui suit aux détails de la multiplication de 
24 par 24). Nous y retrouverons d’abord le carré des 
unités (4.4), auquel appartiennent les unités du résultat 
et souvent quelques dizaines; la tête de ce nombre se 
trouvant enclavée dans le doublé produit des dizaines par 
les unités ( 4 . 2 -|- 2 . 4 ) , qui se présente ensuite, la recher- 
che immédiate n’est pas possible ; il en est de même de la 
recherche du double produit des dizaines par les unités, 
dont la connaissance, d’ailleurs, ne nous mènerait à rien ; 
le carré des dizaines enfin ( 2 . 2) , qui est la partie la plus 
considérable, nous offre sa tête à découvert à la gauche du 
nombre; c’est donc à ce carré qu’il faut nous attaquer, 
et nous ne le pouvons faire qu’en tâtonnant. Nous sommes 
instruits d’abord qu’il ne contient ni dizaines, ni unités. 
Ainsi, c’est dans les centaines que nous devons chercher 
à le découvrir; il s’y trouve probablement quelques cen- 
taines provenantes du deuxième produit, mais pas assez, 
sans doute, pour faire monter le carré du chiffre des 
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dizaines, jusqu’au carré du chiffre supérieur; nous pou- 
vons donc prendre, pour chiffre des dizaines, la racine du 
plus grand carré compris dans les centaines. Voici com- 
ment : Aux centaines restantes (s’il en reste), lorsqu’on a 
retranché le plus grand carré, on réunit les dizaines du 
résultat; le nombre obtenu par cette réunion doit com- 
prendre le double produit des dizaines par les unités, et 
peut-ôlro quelques dizaines de plus; si donc nous le divi- 
sons par le -double des dizaines que nous a fournies la 
première opération, le quotient sera probablement le 
chiffre des unités. 11 s’agit maintenant de reconnaître à la 
fois l’exactitude des deux chiffres. Cette vérification est 
très-facile : de ce qui est resté après la soustraction du 
carré de3 dizaines, retranchons le double produit des 
dizaines par les unités et le carré des unités ; après cetlé 
opération, n’avons-nous pas de reste, le nombre proposé 
a une racine entière, et cette racine est celle que nous 
avons trouvée. 

12 . Mais supposons un reste : nous conclurons que le 
nombre proposé n’a pas pour racine un autre nombre en- 
tier, et nous chercherons combien cette racine contient 
de dixièmes. Imaginons, dès lors, cette racine décomposée 
en dixièmes et en unités ( bien entendu que les dizaines 
sont comprises dans la classe des unités); son carré, outre 
le carré total des unités (nous disons total, parce que 
c’est le carré de toute la portion de racine trouvée), doit 
contenir le double produit des unités par les dixièmes, et, 
de plus, le carré des dixièmes. Le carré total des unités a 
été retranché; mais, daus le reste, suivi do deux 0 (des 
dixièmes A la racine donnant des centièmes au carré), 
nous avons à chercher le double produit du nombre total 
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des unités par les dixièmes et le carré des dixièmes, c’est- 
à-dire, à renouveler une opération déjà exécutée. A la 
suite du second reste, ajoutons deux zéros (des centièmes 
à la racine donnant des dix millièmes au carré) , la répé- 
tition de la même opération indiquera les centièmes de 
la racine. En continuant à raisonner de cette manière, on 
trouvera un nombre aussi peu différent qu'on le voudra de 
la véritable racine. 

Les considérations que nous venons d'appliquer à un 
nombre entier se répéteraient pour tout autre, quel que 
soit le nombre de ses chiffres. Nous les appliquerons éga- 
lement à un nombre fractionnaire dont la partie décimale 
ne renfermera que des chiffres significatifs -, nous aurons 
toujours à notre disposition les 0 supplémentaires pour 
rendre pair ce nombre de chiffres décimaux; condition 
indispensable. 

13 . Nous avons parlé de diverses parties de l'unité ; 
mais toutes celles dont nous nous sommes occupé jus- 
qu’à présent étaient assujetties à une loi de décroissement 
uniforme, de sorte que leur calcul était le même que celui , 
des nombres entiers. Il nous reste à parler des décom- 
positions possibles de l’unité en parties qui n’ont plus 
entre elles aucune liaison, et ne peuvent plus s’appliquer 
sur notre échelle d’accroissement ou de décroissement : 
décompositions qui étaient seules employées avant la 
convention de décroissement décimal. Ne pouvait-on plus 
dans une division obtenir au quotient des unités entières? 
arrivait-on, par exemple, à un reste 3, le diviseur étant 7, 
voici le raisonnement que l'on faisait : Prendre la septième 
partie de 3, revient à prendre la septième partie de cha- 
cune des unités de 3, ou trois fois la septième partie d’une . 
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unité ; nous devons donc ajouter à notre quotient entier 
trois septièmes d’unité. On vit naître de cette manière, sui- 
vant les diverses circonstances, des tiers, des quarts, des 
cinquièmes, des sixièmes, etc. Pour désigner ces diverses 
parties on n’imagina aucune convention nouvelle; le nom- 
bre 3 à diviser par le nombre 7 ayant conduit & accroître le 
quotient de trois septièmes d’unité, on représenta ces trois 

septièmes par l’emblème de la division à opérer, Le divi- 
dende, il est vrai, prit dans l’usage ordinaire le nom de 
numérateur, parce qu’il désigne le nombre des portions 
d’unité que l’on doit ajouter au quotient; le diviseur fut 
appelé dénominateur : il dénomme en effet l'espèce de 
portion d’unité; l’emblème total fut nommé fraction. 

On aperçut bien vite l’inconvénient de cette division de 
l’unité, différente dans chaque cas; il n’était pas possible 
d’ajouter ensemble des unités de diverses natures, il n’était 
pas possible de les retrancher les unes des autres. Toutes 
les fois qu’on eut à faire une de ces opérations, on se vit 
obligé de recourir à une unité auxiliaire, à un terme de 
comparaison variable avec les circonstances ; sachant qu’on 
pouvait multiplier ou diviser par un même nombre les 
deux termes d’une division sans altérer le quotient, on 
imagina de donner à chaque fraction le môme dénomina- 
teur. Nous dirons seulement ici que le dénominateur com- 
mun doit avoir généralement pour facteurs tous les autres; 
il est des simplifications possibles dans un grand nombre 
de cas; c'est l’usage qui les apprendra. Ramenées à cet 
état d'homogénéité, les fractions, quand il s’agira de les 
ajouter ou de les retrancher, n’offriront pas plus de diffi- 
cultés que les nombres décimaux. 

S’il s’agit de les multiplier ou de les diviser les unes 
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par les autres, la réduction dont nous venons de par- 

3 

1er ne sera pas nécessaire. Avons-nous à multiplier - par 
6, il ne faut que répéter 6 fois trois unités d’une espèce 
donnée ; nous aurons ainsi — . Au lieu de 5, voulons-nous 

prendre ^ , nous remarquerons que - est six fois plus pe- 
tit que 5 , puisque c'est la sixième partie de ce nombre ; 
nous pourrons donc nous servir du résultat que nous ve- 
nons d’obtenir, quand nous l’aurons rendu six fois plus 
petit. Mais comment rend-on un quotient six fois plus pe- 
tit? G’esten multipliant le diviseur par6; nousauronsdonc, 

pour produit des deux facteurs - et -, —, c'est-à-dire que 

ce produit n’est autre chose qu’une fraction nouvelle, 
dans laquelle le produit des numérateurs est divisé par 
celui des dénominateurs. 

3 

S’ agit-il, au contraire, de diviser ^ par 5, c’est-à-dire 


3 

de prendre la cinquième partie du quotient -, ou, si l’on 

veut, de le rendre cinq fois plus petit, nous savons que 
ce but sera rempli quand nous aurons multiplié le déno- 

3 

minateur par 5, ce qui nous conduira à — . Nous propose- 

5 

t-on-jau lieu de 5? il nous suffira de modifier convena- 

O 

5 

blementle résultat précédent, - est six fois plus petit que 

5; mais le diviseur ne saurait devenir six fois plus petit, 
que le quotient ne devienne aussi six fois plus grand : eh 

bien, rendons le quotient — six fois plus grand, en mul- 
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tipliant par <5 son dividende, ce qui nous donne, pour ré- 
sultat de la division de ^ par g, — . Nous remarquerons 

que ce quotient n'est autre chose que le produit de g par 

g 

g, c’est-à-dire de la fraction dividende par la fraction di- 
viseur renversée. 


14 . C’est ici le lieu de dire un mot du moyen employé 
pour simplifier les fractions dont le dénominateur pré- 
sente un certain nombre de chiffres, c’est-à-dire une divi- 
sion de l’unité tout à fait inusitée (les divisions simples, 
telles que les tiers, les quarts, les cinquièmes, sont seules 
d’un usage assez fréquent). 

Puisqu’un quotient ne varie pas quand on divise se3 
deux termes par une môme quantité, on sent qu’avec des 
diviseurs convenablement choisis il sera permis d’opérer 
souvent de grandes simplifications. Il est clair que l’on 
aura le maximum de simplification, quand on aura divisé 
par le plus grand nombre possible. Ce plus grand divi- 
seur commun aux deux termes pourrait, il est vrai, se dé- 


couvrir par tâtonnement, mais on le peut trouver assez 

brièvement de là manière suivante : Avons-nous?, 6 doit 

u 

être plus grand que a ; supposons-le égal à 2 a -j- c (2 sera 
le quotient de la division de b par a, et c le reste) : dès 


lors nous pouvons remplacer ^ par Le plus grand 

commun diviseur divisant a, divisera son multiple 2 a; 
puis donc qu’il doit diviser en même temps 2a-j-c et 2 a, 
il divisera nécessairement c; nous pouvons ainsi, au lieu 
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do chercher le plus grand commun diviseur de la fraction 

, chercher celui de la fraction auxiliaire -, qui est le 

môme. 11 faut bien se garder de supposer cette fraction 

- égale à la première; elle n’a de commun avec ^ que le 

plus grand commun diviseur, et, en outre, elle a l’avan- 
tage d'ôtre plus simple, a, comme nous l’avons vu, ne di- 
visait pas exactement b, il n’était donc pas lui-mèrae le 
nombre cherché; mais c pourrait être ce diviseur de- 
mandé : il suffirait pour cela que a fût un multiple de c. Si 

• C 

cette condition n’a pas lieu, nous pourrons remplacer - 

par 3 (nous supposons que 3 est le quotient de la 

division de « parc, et c' le reste). Par un raisonnement 
semblable au précédent, nous voyons qu’à la place de la 

première fraction auxiliaire c - nous pouvons employer une 
nouvelle fraction auxiliaire c -, qui n’est égale ni à la pré- 

cédente -, ni à la proposée mais qui a le même plus 

grand commun diviseur. Par ces substitutions successives 
on arrivera nécessairement à une fraction auxiliaire dans 
laquelle le dénominateur sera un multiple exact du numé- 
rateur, ne serait-ce que quand le numérateur deviendra 
l'unité, cas auquel il n’y a pas de diviseur commun. Aus- 
sitôt que la condition précédente se trouvera remplie, le 
numérateur de la fraction auxiliaire que l’on emploiera en 
ce moment sera le diviseur cherché; il ne restera plus 
qu’à diviser par ce nombre le numérateur et le dénomi- 
nateur de la fraction proposée. 

Le matériel de celte opération consiste à diviser le dé- 
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nominateur de la fraction donnée par son numérateur; 
ce numérateur par le reste (s’il y en a un) ; ce premier 
reste par le second reste (si la deuxième division n’a pas 
offert un quotient entier), etc. Celui des restes qui, le pre- 
mier, divisera exactement le précédent sera le plus grand 
commun diviseur cherché. 

15 . Il nous reste enfin à exposer les moyens de passer 
de ces divisions arbitraires de l’unité à la division régu- 
lière ou décimale, et, inversement , de convertir les fractions 
décimales en fractions irrégulières ou ordinaires, transfor- 
mations que demandent quelquefois les problèmes à ré- 
soudre. 

Le procédé à suivre dans le premier ca3 est celui qui 
nous a servi à trouver les décimales des quotients non 
entiers. 11 est d’ailleurs une observation qui montre d’a- 
vance si la transformation ne produit qu’un nombre limité 
de chiffres décimaux. Cela a lieu toutes les fois que le 
dénominateur n’offre que les facteurs 2 et 5; alors, en 
effet, pour obtenir une division décimale, il suffit d’ar- 
river par des multiplications au point où ces deux facteurs 
sont pris le même nombre de fois dans ce dénominateur. 

Quant aux fractions décimales, tant quelles n’auront 
qu’un nombre limité de chiffres, il sera toujours facile de 
les présenter sous la forme de fractions ordinaires, c’est- 
à-dire de leur donner un dénominateur. Mais lorsque l’on 
considère le cas des fractions appelées périodiques simples 
ou mixtes, la partie décimale se composant d’un nombre 
indéfini de courtes périodes, si l’on enlève une de ces 
périodes , le nombre de celles qui resteront à droite de 
la virgule n’en sera pas moins indéfini. Cette considé- 
ration, fondée sur la notion de l’infini, et qui pourra 
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sembler difficile à saisir, quoique l’on n’en puisse pas 
contester la rigueur, va nous conduire au but que nous 
nous proposons. Soit 4 2, 3636... (fraction périodique sim- 
ple) , retranchons-la du nombre, cent fois plus grand, 
A236,3G36... ; les parties décimales, étant égales, dispa- 
raîtront, de sorte que nous aurons 4236 — 42 = 99 fois le 
nombre proposé, x ; prenonsla quatre-vingt-dix-neuvième 

partie de chaque membre, nous aurons x— S’il 

, . , . . . 36 

n y avait pas de partie entière , nous aurions * = ^ ; 

c’est-à-dire qu’une fraction décimale périodique simple 
est égale à la période divisée par un nombre composé 
d’autant de 9 qu’il y a de chiffres dans cette période. 

Les fractions décimales périodiques mixtes, telles que 
42,6736,3636... s’évaluent par un procédé absolument 
analogue, et l’on trouverait pour valeur de celle-ci : 

426736 — 4267 
X ~ 9900 


16 . Nous ne devons pas quitter les fractions sans faire 
mention d’une forme sous laquelle elles se présentent 
quelquefois. Il peut arriver que le numérateur étant un 
nombre entier, le dénominateur soit semi-entier semi- 


fractionnaire : par exemple, j - ; ; que, de plus, le déno- 

. . . ** ' . 3 

minateur de la partie fractionnaire soit lui-même senn- 

4 

fractionnaire 5-; que, derechef, la nouvelle partie 


3 + 5 


fractionnaire offre un dénominateur semi- fractionnaire, 
et ainsi de suite. Nous passerons facilement de cette forme 
inusitée à la forme ordinaire ; voici comment (nous opé- 
L i 
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rons sur le deuxième exemple ci-dessus) : De 3 - nous 

pouvons ne faire qu’une seule fraction, ^ ' 9 ^~ -- , par la- 
quelle nous savons diviser le nombre entier 2 ; le quotient 
2 9 

’ . ■■, ajouté à 5, nous donne pour diviseur de A 

O i J | J 

5 94-7} -1-2 9 

une fraction simple , — - VÎT V ; de sorte que 

w* y “y* • 

nous obtenons pour résultat final la fraction ordinaire 

5 <3* ~ 9 ’ à l a fraction cominue (c’estle nom 

qu’on donne à ce genre de fraction) , qu’il fallait trans- 
former. 

Jusqu’ici nous avons considéré les quantités isolément, 
nous allons maintenant nous occuper de leurs rapports. 


RAPPORTS DES NOMBRES, PROTORTIONS. 

17 . On rencontre souvent des quantités liées entre elles, 
de telle manière que leur variation soit simultanée. Nous 
parlerons seulement ici de deux espèces de liaison ; la 
première, en vertu de laquelle deux quantités offrent 
constamment la môme différence : nous pouvons prendre 
pour exemple les espaces parcourus par deux courriers, 
marchant avec une égale vitesse, dont l’un ait devancé l’au- 
tre pour le départ; la deuxième, en vertu de laquelle une 
des quantités ne saurait devenir double, ou triple, etc., 
sans que l’autre ne devienne aussitôt double , ou tri- 
ple, etc.; en vertu de laquelle la première ne saurait de- 
venir les^r, ou les 7, etc., de ce qu'elle était d’abord, 
3 a 

sans que la seconde éprouve au même instant la même 


Digitized by Google 


RAPPORTS DES NOMBRES, PROPORTIOSS. 10 

variation. Prenons pour exemple des ouvriers et l’ouvrage 
qu'ils font : la quantité d’ouvrage fait est tellement liée 
au nombre des ouvriers, que ce nombre ne saurait de- 
venir double, sans que la quantité d’ouvrage le devienne 
également. 

18 . Lorsque deux quantités se trouvent dans un des 
cas ci-dessus énoncés, il est une circonstance dans laquelle 
on peut découvrir l’une, quand l'autre seulement est con- 
nue : c’est lorsqu'un événement antérieur a fait connaître 
une couple de valeurs simultanées de ces deux quantités. 
Nous allons nous expliquer par un exemple relatif à cha- 
que cas. 

EXEMPLE RELATIF AU PREMIER CAS. 

19 . A. dix heures, nous dit-on, un premier courrier 
avait fait 12 lieues, un second en avait fait 9. On ajoute: 
A midi le premier en avait fait 17 ; combien en avait fait 
le second ? Voici comment nous allons résoudre ce pro- 
blème : Puisque la vitesse est la même, ils doivent rester 
constamment à la même distance l’un de l’autre; on doit 
retrouver toujours la même différence entre les chemins 
parcourus. Or, nous avons une première expression de 
cette différence, 12 — 9 ; si nous représentons l’espace 
inconnu par x, nous en formerons une nouvelle, 17 — * : 
voilà deux expressions différentes d’une même quantité, 
ce qui nous donne l’égalité ou équation, 12 — 9 = 17 — x. 
Arrivé à ce point, il ne nous reste qu’à transformer, si cela 
est possible, cette égalité en une autre qui ait x seul au 
premier membre (nous appelons membres les expressions 
séparées par le signe = , et nous donnons le nom de ter- 
mes aux parties que séparent dans chaque expression les 
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signes -f- et — ) et oflVe pour second membre une combi- 
naison quelconque de quantités que nous connaissons. 
Quelles opérations pouvons-nous donc faire sur une équa- 
tion sans qu’il cesse d’y avoir égalité ? Nous pouvons : 
1° augmenter ou diminuer de la même quantité deux 
quantités égales ; 2° les multiplier ou les diviser par la 
môme quantité. 

Essayons si ces opérations peuvent amener la transfor- 
mation désirée. Si nous ajoutons*, il vient 12 — 9-)-x= 17; 
si de plus nous ajoutons 9, nous obtenons 12 -|-x = 17 -|- 9 ; 
il ne nous reste plus qu’à faire disparaître 12 du premier 
membre ; il suffira pour cela de le retrancher des deux 
membres, ce qui nous donnera x— 17 4-9 — 12. Voilà le 
problème résolu. 

EXEMPLE RELATIF Ail DEUXIÈME CAS. 

20 . Nous voulons savoir combien 9 ouvriers feront de 
mètres d'ouvrage ; nous le découvrirons facilement si nous 
savons que (5 ouvriers ont déjà fait 24 mètres. Voici 
comment : Lorsque dans une fraction le dividende et 
le diviseur deviennent en même temps doubles, ou tri- 
ples, etc., le quotient ne varie pas; si donc des deux 
quantités ci-dessus, nous regardons l'une comme divi- 
dende et 1 autre comme diviseur, le quotient que nous 
obtiendrons sera le même , dans le cas où nous connaî- 
trons les deux quantités à la fois, et dans celui où nous 
n’en connaîtrons qu’une, c’est-à-dire que nous aurons 

deux expressions dilférentes du même quotient, et - ; 

24 x 

nous en formerons l’égalité ^ Si nous multiplions les 
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deux membres par x, il vient = 9; x n’est plus au dé- 
nominateur. il s’agit maintenant de l’isoler, ou de le dé- 
gager de son multiplicateur et de son diviseur. Si nous 
multiplions par 2fl, il vient ttx = 9. 2i ; puis divisant 

par 6, nous obtenons 

b 

21 . Nous supposons dans ce deuxième cas cjue les 
deux quantités croissent ou décroissent en même temps ; il 
peut arriver aussi que l’une des quantités devenant double, 
ou triple, etc., l’autre, au lieu de devenirégalementdouble, 
ou triple, etc., devienne la moitié, ou le tiers, etc., de ce 
qu’elle était d’abord; par exemple, le nombre d’heures 
employées à faire un ouvrage déterminé deviendra moitié 
lorsque le nombre des ouvriers deviendra double. L’arti- 
fice à employer alors est un peu différent, mais il est éga- 
lement facile à trouver. 

Supposons que, dans le premier cas (chaque question 
offre deux cas; exemple : Premier cas, 2 ouvriers ont fait 
12 mètres d’ouvrage ; deuxième cas, 6 ouvriers ont fait x 
mètres), la première quantité soit double de ce qu’elle 
est dans le second cas; dans ce môme premier cas, la 
deuxième quantité sera la moitié de ce quelle est dans le 
second cas; nous prendrons pour former notre premier 
quotient les quantités de même espèce, le dividende 
se trouvera par conséquent double du diviseur. Si nous 
formions une seconde division en prenant la deuxième 
quantité du premier cas pour dividende, nous aurions 
l’inverse de la première division, c’est-à-dire que le nou- 
veau dividende, au lieu d’être double de son diviseur, en 
serait la moitié ; mais si c’est la deuxième quantité du se- 
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cond cas que nous prenons pour dividende, la deuxième 
division donnera le môme quotient que la première, 
puisque, comme dans la première, le dividende se trou- 
vera double du diviseur. Nous pouvons donc écrire une 
égalité dans laquelle x se trouvera compris, et dès lors 
il ne nous restera plus qu’à le dégager par les procédés 
ci-dessus exposés. 

PREMIER CAS. 

l n quantité, 2 e quantité, 

6 ouvriers ont luis la heures. 


DEUXIÈME CAS. 

Combien mettront : 

1” quantité, 2' quantité, 

9 ouvriers, ils mettront x heures. 

Équation: 

15 6 

Résultat de la transformation : x= = 10 


(j 9 , , 

22 . L’expression ^ — ~ aurait pu s’écrire de cette 

manière : 0 : 24 : : 9 : x. Sous cette dernière forme on la 
nomme proportion ; 6 et * s’appellent les extrêmes ; 24 et 9 
les moyens; 0 et 9 les antécédents ; 24 et x les conséquents. 
Nous emploierons indifféremment l’une ou l’autre de ces 
deux expressions, et nous prononcerons : 6 divisé par 24 
est égal à 9 divisé par *; ou bien 6 est à 24 comme 9 est 
à x. 


La proportion 0 : 24 9 : * s'appelle proportion directe. 

» f) J* 

tandis que - —, ou 6 : 9 :: * : 15 s’appelle proportion 

if lo 


inrerse. 
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Les proportions ou égalités de rapports peuvent servir 
à résoudre une foule de problèmes; il ne s’agit, comme on 
le voit , que de découvrir dans une question deux expres- 
sions diverses d'une même différence ou d'un même quo- 
tient , dont l'une renferme la quantité que l'on se propose 
de déterminer. Nous offrirons quelques applications lors- 
que nous aurons exposé les progressions et les loga- 
rithmes. 

23. Nous avons supposé jusqu’à présent que nous ne 
connaissions qu’une couple de valeurs de quantités à va- 
riations simultanées offertes par une question : autrement, 
nous n’avons supposé qu’une seule expression entière- 
ment connue du quotient; il peut arriver que l’on ait un 
certain nombre d’observations antécédentes, c'est-à-dire 
que l’on ait plusieurs expressions entièrement connues 
du même quotient dans lequel entre l'inconnue. On peut 
avoir, par exemple : 

.v b x d x f x /i 

a c' a e’ a g' a 

11 s’agit de déduire de toutes ces égalités à la fois la va- 
leur de a-; il faut donc opérer de manière que toutes ces 
égalités concourent à notre résultat. Elles y concourront 
toutes, si nous les combinons de manière à n’en former 
qu’une seule ; mais comment pouvons-nous les combiner? 
Le voici. Quand à deux quantités égales nous ajoutons 
deux autres quantités égales, l’égalité ne cesse pas de 
subsister; il en est de même quand nous en retranchons 
deux quantités égales; enfin, si nous multiplions ou divi- 
sons par deux quantités égales, il y a toujours égalité; 
nous pouvons donc ne faire qu’un seul membre de tous 
les premiers membres, n’en faire également qu’un seul 
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de tous les seconds; ces deux membres composés nous 
donneront une égalité représentant à la fois toutes les 
autres. Essayons la combinaison par addition, mais aupa- 
ravant faisons disparaître tous les dénominateurs (trans- 
formation qui nous est connue), nous aurons d’abord : 
ex— ah, ex = ad, gx — af, ix — ah,... 

Puis, ajoutant, il viendra : 

* + f + ? + *+•— ) = a (6-f-d-f- /■+*+,...) 

De là nous tirerons ; 

_ _q (6 + <£ + /•+ à 4-,...) 

(<+* + 9+i +.-) 

Voilà le problème résolu. 

24 . De cette formule nous pouvons en déduire une 
autre dont l’usage est assez fréquent : 

■r = b + d + f +k - {-,... 
a ÿ-}-« -j-f- 

Elle exprime que, lorsque l’on a une série de rapports 
égaux, l’un quelconque d’entre eux est égal à un nouveau 
rapport dont le numérateur est la somme de tous les nu- 
mérateurs, et le dénominateur la somme de tous les déno- 
minateurs. 


25 . Nous allons chercher encore, par la combinaison 
des égalités, quelques formules que l’on emploie souvent. 
Prenons 

b~d' b"]' ou 0 : b ” c • et a:b::e:f, 
et mettons ces égalités sous la forme suivante : 

dx i = bc, fa =r be\ 


puis combinons-les; 1° par addition, il vient : 

« (d+f) = (*+ «), 


d’où 


c c 

: i+~r 


c c 4- e 
011 rf~ ,7+7’ 


e c 4- e 

ou 7 = .TT7’ ; 
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;ombiuons-les; 2° par soustraction, il vient : 
a (d-f) — b(c-e), 

a c — e c c — e e c — e 


d'où 


e 

ou -, 


e 

OU 7 : 


b — d-f' ™d~d — f' f~d — f 
Ces deux résultats, combinés par soustraction, nous 
conduisent à : 

1 ±i _ c - g d 'où 1±£ _ i±I 

d\.f—d—f' c— e d — f' 

égalité que l’on peut toujours substituer à celle-ci : 

ce i e 

- = j, ou c : d :: e : f. 


26 . Il nous reste à examiner le cas où * entre dans 
les deux expressions de la même quantité. Nous ob- 
serverons d’abord que, dans nos quotients, il ne sau- 
rait former à la fois, ni les deux numérateurs, ni les 
deux dénominateurs, autrement les deux expressions 
seraient absolument les mêmes, et l’on sait qu’elles 
doivent être différentes pour donner un résultat; il 
est donc nécessaire que, si daus un des membres x 
est numérateur, dans l’autre il soit dénominateur. Soit 

l’égalité -—j,* nous en tirons cr* = ab (nous repré- 
sentons par x” le produit x . x, ou la deuxième puissance 
de x); il ne nous reste plus pour connaître x, qu’à décom- 
poser le produit ab en deux facteurs égaux, dont chacun 
représentera cette inconnue; il ne s’agit, comme on le voit, 
que d’une extraction de racine, décomposition que nous 
savons opérer; le problème se trouve ainsi résolu. 

x s’appelle moyenne ou moyen géométrique entre les 
quantité a et b. 


27 . Passons aux èquidifférences , ou égalités, non de 
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rapports, mais de différences. De môme que dansleségalités 
de rapports, ou proportions, x ne pouvait former à la fois les 
deux numérateurs,... de môme il ne saurait être à la fois, 
dans chaque membre d’une équidifl’érence, le terme re- 
tranché, non plus que le terme sur lequel se fait la sous- 
traction. 

Soit a — x — x — b, il vient par transformation 
o i . . fl -4 — h 

2 x = a b , et x = — ± — ; 

à S 

de sorte que le problème se trouve résolu. 

x s’appelle ici moyenne ou moyen arithmétique entre les 
nombres a et 1. 

DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES. 

28. Nous appelons progression une suite de termes 
liés par une même loi d’accroissement ou de décroisse- 
ment. 

Lorsque cette loi assujettit chaque terme à se composer 
du précédent et d’un nombre constant, appelé raison ou 
tliffcrence, par voie additive ou soustractive, la progres- 
sion s’appelle arithmétique. L’accroissement ne dépend 
nullement du terme précédent. 

Si chacun des termes est assujetti à se composer du 
terme précédent et d’un nombre constant, appelé quo- 
tient, par voie de multiplication ou de division, la série 
porte le nom de progression géométrique. L’accroissement 
dépend alors du terme précédent puisqu’il est égal à ce 
terme répété un certain nombre de fois. 

29. 0, 1, 2, 3, 4, 5, O, 7, 8, 9, 10,.... est une pro- 
gression arithmétique, qui renferme tous les nombres 
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entiers, de sorte que la somme de deux de ces tenues en 
donnera nécessairement un autre. C’est ce qui arrivera 
toutes les fois que le premier terme sera zéro (0) , attendu 
que tous les autres seront les multiples successifs de la 
raison. 

Nous remarquerons que, dans cette progression, la 
somme des termes quatrième et cinquième, par exemple, 
nous donnera, non le neuvième, mais le huitième, que 
celle des quatrième et sixième nous donnera le neuvième 
et non le dixième, etc.; que la différence des termes cin- 
quième et septième nous conduira, non pas au deuxième, 
mais au troisième ; que la différence des quatrième et 
neuvième nous conduira au sixième et non au cin- 
quième, etc. Nous reconnaissons ici une loi. 

30. l : 10 ; loo : looo : îoooo : looooo : est 

une progression géométrique qui se compose de toutes les 
puissances successives de 10, de sorte que le produit de 
deux de ses termes en donnera toujours un autre. C'est 
ce qui aura lieu toutes les fois que le premier ternie sera 
1 , puisqu’alors tous les autres seront les puissances suc- 
cessives du quotient. 

Cherchons, comme nous l’avons fait dans la progres- 
sion arithmétique, sur quel terme nous conduira la com- 
binaison de deux autres par voie de multiplication ou 
de division. Le quatrième multiplié par le cinquième 
nous conduit au huitième et non au neuvième; le qua- 
trième multiplié par le sixième nous donne, non le 
dixième, mais le neuvième, etc. La division du septième 
par le cinquième nous conduit, non pas au deuxième, 
mais au troisième ; la division du neuvième par le qua- 
trième nous donne le sixième et non le cinquième, etc. 
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Voilà précisément la même loi dans les deux progressions, 
abstraction faite de la différence des combinaisons ; dans 
la première et dans la seconde, la combinaison (d’un 
côté par addition, de l’autre par multiplication) des 
termes quatrième et sixième , nous conduit également 
au neuvième ; dans la première et dans la seconde , la 
combinaison (d’un côté par soustraction, et de l’autre 
par division) des termes quatrième et neuvième nous 
conduit également au sixième, etc. Voilà une correspon- 
dance remarquable. Mais de ces combinaisons , celles 
qui sont relatives à la progression arithmétique sont 
beaucoup plus simples que celles qui sont relatives à la 
progression géométrique ; pourrions-nous user de cette 
correspondance pour arriver aux résultats des combi- 
naisons du second genre en effectuant simplement les 
combinaisons du premier genre? Oui : il nous suffit pour 
cela de faire un tableau qui , dans deux colonnes pa- 
rallèles, nous donne sur la même ligne les termes de 
même rang dans chacune des progressions; dès lors pour 
connaître un terme de la progression géométrique, nous 
cherchons le terme qui lui correspond dans la progres- 
sion arithmétique. Chaque terme de cette seconde pro- 
gression désignera donc , en vertu de sa position , un 
nombre tout à fait différent de lui-même, et avec lequel 
il n’a qu’un rapport de convention; voilà pourquoi nous 
l’appelons logarithme. 


31. Quand nous aurions employé tout autre quotient 
que 10, toute autre raison que l'unité, pourvu que nous 
eussions conservé 1 et 0 pour premiers termes de nos 
progressions, nous aurions toujours trouvé la même cor- 
respondance, attendu que celte correspondance ne dépend 
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que de ces premiers termes. Nous pouvons donc choisir 
pour quotient telle quantité qui , dans la succession de ses 
juissances, renfermera la série des nombres entiers, ou 
lu moins nous offrira des nombres qui s’en rapprochent 
extrêmement ; dès lors notre table de logarithmes nous 
lonnera la facilité d’obtenir très-brièvement le produit de 
leux nombres quelconques. 

Tout en employant ce nouveau quotient, on aurait pu 
onserver la progression arithmétique telle qu’elle était ; 
nais comme l’on a voulu que l’unité demeurât le loga- 
ithmede 10 (qui pour cette raison s’appelle la base), on 
dû chercher une raison différente de l’unité, capable de 
onner autant de termes entre 0 et 1 que le nouveau quo- 
: cnt en avait donnés entre 1 et 10. On a formé de cette 
tanière une table de logarithmes beaucoup plus étendue 
ue la première, et jouissant cependant des mêmes pro- 
riétés. 

Nous ne nous arrêterons pas sur la manière dont on a 
assé de 10 à un autre quotient, etde 1 à une autre raison ; 
ous nous bornerons à faire observer que, dans une pro- 
fession géométrique, chaque terme étant moyen géomé- 
•ique entre ceux qui l'entourent, il a sufti d’intercaler 
abord un moyen entre 10 et 1, ce qui a demandé une 
mple extraction de racine ; puis on a intercalé un nou- 
■au moyen entre le premier et 1 , par une nouvelle 
fraction do racine, et ainsi de suite. Nous ajouterons 
je chaque terme de la progression arithmétique est 
oyen arithmétique entre ceux qui l’entourent, de sorte 
l’il a fallu intercaler d'abord un moyen entre 0 et 1, ce 
û a demandé une simple division par 2 ; on a intercalé 
isuiteun nom eau moyen arithmétique entre le premier et 0, 
i divisant de nouveau par 2. Si l’on a fait de chaque 
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côté le môme nombre d’opérations, on sera assuré que 
le nouveau quotient et la nouvelle raison donneront le 
môme nombre de termes progressifs, l’un entre 1 et 10, 
l’autre entre 0 et 1. 


USAGE DES TABLES. 

32 . Les tables ordinaires comprennent les logarithmes 
de tous les nombres entiers depuis 1 jusqu’à 10,000, et il 
n’y a nulle difficulté dans la recherche de ces logarithmes; 
niais où chercher ceux des nombres semi-entiers, semi- 
fractionnaires, compris entre ces limites? ceux des nom- 
bres entiers et fractionnaires surpassant 10,000, ceux 
enfin des nombres inférieurs à l’unité, dans les mômes 
tables , par les procédés suivants : 

33 . Commençons par l’artifice usité pour déduire des 
tables les logarithmes des nombres semi-entiers, semi- 
fractionnaires, compris entre 1 et 10,000. Soit 2150,8 : le 
logarithme de ce nombre est supérieur à celui de 2150 
que nous donne la table (les logarithmes, on le sait, 
croissent en môme temps que les nombres); si nous pou- 
vions découvrir la quantité dont il le doit surpasser, une 
simple addition nous conduirait au but. Nous connaissons 
l’accroissement. qu’éprouve le logarithme de 2159, quand 
ce nombre croit d’une unité (cet accroissement se trouve 
dans la troisième colonne de nos tables, sur le prolonge- 
ment de l’espace blanc qui sépare les logarithmes de 2159, 
et de 2160) ; si ces deux accroissements (l’un du nom- 
bre, l’autre de son logarithme) suivaient la môme loi, 
qu’ils devinssent en même temps doubles, ou triples, etc., 
il nous serait facile, au moyen d’une couple de valeurs 
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simultanées que nous donne la table, de trouver l’ac- 
croissement logarithmique, correspondant à un accrois- 
sement de 2159 différent de l’unité; mais cela n'a pas 
lieu ; comment faire? Le’voici. Le cas de la variation pro- 
portionnelle est le seul , il est vrai , dans lequel nous sa- 
chions résoudre le problème proposé ; observons cepen- 
dant que les accroissements dont nous nous occupons 
ici étant fort petits, quand nous agirions comme s'ils 
étaient soumis à cette loi, nous ne saurions produire 
qu’une erreur négligeable : 0,00020, est, suivant la 
table, l’accroissement du logarithme de 2159 (3,33425) 
quand ce nombre croît d’une unité; le rapport de ces 
accroissements (l’un logarithmique, l'autre numérique ) 

sera - - ^ ; représentons par x l’accroissement du 

même logarithme, correspondant à l’addition 0, 8 au lieu 
d’une unité; le rapport de ces nouveaux accroissements 
0 8 

simultanés sera, suivant notre hypothèse, le même 

1 0 8 

que le précédent; nous aurons donc l’égalité „ 

1 ° 0,00020 x 

nu la proportion 1 : 0,00020 ;; 08 : *, de laquelle nous 
tirerons .t = 0,00020. 0,8 = 0,00016, nombre qui, com- 
biné par addition avec le logarithme de 2159, nous con- 
duit au logarithme de 2159,8. 

34. Cherchons maintenant les logarithmes des nom- 
bres entiers et autres, supérieurs h 10,000. Soit 215982 : 
prenons auxiliairement le nombre 2159,82, cent fois plus 
petit ; nous en savons trouver le logarithme ; ce loga- 
rithme trouvé, il ne nous reste qu’à lui ajouter le loga- 
rithme de 100, c’est-à-dire à augmenter de deux unités 
sa partie entière, nommée earactérirtiquc. 
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On a dû observer dans les tables que toutes les puis- 
sances de 10 n’olTrent pour logarithmes que des nombres 
entiers composés d’autant d’unités qu’il y a de zéros dans 
ces puissances, c’est-à-dire que» la série des puissances 
de 10 a pour logarithmes la série des nombres naturels ou 
entiers; que, par suite, d’une puissance de 10 à la sui- 
vante, tous les nombres intermédiaires ont pour loga- 
rithmes une série de nombres fractionnaires compris 
entre les deux nombres entiers consécutifs qui servent 
de logarithmes à ces deux puissances : de sorte que tout 
nombre a pour caractéristique de son logarithme, le loga- 
rithme de celle des puissances de 10 que l’on rencontre la 
première au-dessous de lui, ou autrement, que la carac- 
téristique du logarithme d’un nombre quelconque ren- 
ferme autant d’unités moins une qu’il y a de chiffres dans 
ce nombre; il est facile par conséquent de restituer la 
caractéristique d’un logarithme, quand elle manque. La pro- 
priété des puissances de lOde n’avoir pour logarithmes que 
des nombres aussi faciles à découvrir, est fort utile dans la 
recherche des logarithmes; elle permet, en effet, d’em- 
ployer des nombres auxiliaires, dix fois, cent fois, mille 
fois, etc. , plus petits ou plus grands que les nombres 
proposés, et de déduire promptement de leurs logarithmes 
ceux que l’on se propose de trouver. 

35 . Recherchons enfin les logarithmes des nombres 
plus petits que l’unité. 

Occupons-nous d’abord des fractions décimales. Soit 
0,25(137. Cherchons le logarithme du nombre auxi- 
liaire 2,5637, dix fois plus grand ; ce logarithme, donné 
par les tables, sera la somme du logarithme demandé, et 
de celui de 10, qui est l’unité; il faudra donc pour avoir 
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le véritable résultat, retrancher de cette somme une 
unité. Mais le logarithme de 2,5637 étant plus petit que 
l’unité, comment en pouvoir retrancher une unité? 
Quelle espèce de résultat pouvons-nous avoir? Voici 
comment nous lèverons cette difficulté, lin nombre 
crott-il, c’est-à-dire se trouve-t-il multiplié par 2, par 3, 
par A, etc., nous voyons croître son logarithme. Mais 
avons-nous à multiplier un nombre par une fraction, nous 
ne prenons plus ce nombre tout entier, nous n’en prenons 
qu’une partie : nous ne devons donc pas non plus prendre 
son logarithme tout entier. Ce n’est donc plus addi- 
tion que nous devons avoir, mais soustraction : cependant 
la soustraction correspond à la division, et nous la ferions 
correspondre ici à la multiplication ! Rappelons-nous que 
multiplier par une fraction, c'est diminuer, que diviser 
par une fraction, c'est augmenter, et nous établirons en 
principe général que dans les logarithmes la diminution 
soustractive correspond à la diminution produite dans les com- 
binaisons des nombres, soit par multiplication, soit par di- 
vision, et que l’augmentation additive correspond à l'augmen- 
tation résultante, soit de la multiplication , soit delà division 
des nombres. 11 est inexact d’avancer que la multiplica- 
tion correspond constamment à l’addition, et la division 
à la soustraction ; il faut dire que quand un nombre croit, 
de quelque manière que cela arrive, son logarithme doit 
croître par addition, et qu’à mesure qu’il décroît, de 
quelque manière encore que l’on obtienne ce résultat, 
son logarithme doit diminuer par soustraction. Le loga- 
rithme de toute fraction doit, par conséquent, être regardé 
comme soustractif en cas de multiplication (qui produit 
diminution) , et comme additif en cas de division (qui pro- 
duit augmentation), c’est-à-dire qu’au-dessous de l’unité 
i. 3 
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on suit la règle inverse de celle que l'on suivait au- 
dessus. On a fait une classe particulière de ces nom- 
bres qui se doivent retrancher dans le même cas où tous 
les autres doivent s’ajouter, de ces nombres dont l’état 
habituel peut être appelé soustractif par opposition à 
celui des autres, que l’on peut nommer additif; on les a 
désignés sous le nom de nombres négatifs, c’est-à-dire 
produisant diminution, tandis que les autres ont reçu la 
dénomination de nombres positifs, c’est-à-dire produisant 
augmentation. On conçoit bien une soustraction actuelle ; 
peut être concevra-t-on moins facilement cette vertu 
soustractive inhérente à certains nombres, laquelle doit 
s’exercer aussitôt que la réunion de ces nombres à d’au- 
tres nombres le permettra, et jusque-là reste sans effet. 
Nous donnerons, au reste, de nouvelles explications 
sur ce sujet lorsque nous arriverons aux notions algé- 
briques ; revenons maintenant sur nos pas, ce que nous 
venons de dire nous suffira pour le moment. Nous cher- 
chions le logarithme d’une fraction ; ce logarithme, nous 
le savons, doit être négatif ou soustractif ; notre nombre 
auxiliaire nous donne un logaiithme positif, plus petit 
que l’unité : pour en déduire le logarithme demandé, il 
aurait fallu retrancher de ce nombre positif une unité 
entière; voilà où nous nous sommes arrêtés. Poursui- 
vons. Si nous ne pouvons retrancher l’unité entière, du 
moins pouvons-nous retrancher une portion de l’unité 
égale au logarithme sur lequel doit s’opérer la soustrac- 
tion, ce qui annule ce logarithme; il nous reste l’autre 
portion de l’unité que nous n’avons pu retrancher, faute 
de nombre sur lequel se fit le retranchement ; cette der- 
nière partie doit donc conserver sa vertu soustractive, 
jusqu’à co qu’il se présente quelque nombre sur lequel 
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elle puisse l’exercer : voilà précisément notre logarithme 
négatif. Le résultat final, nous le savions d’avance, ne 
pouvait être autre chose qu’un nombre soustractif. 

Quant aux fractions ordinaires, leur logarithme est fa- 
cile à trouver; le numérateur ne saurait être plus petit 
que l'unité, le dénominateur lui est toujours supérieur; 
les tables nous donneront par conséquent leurs loga- 
rithmes ; nous arriverons à celui du quotient en retran- 
chant le logarithme du diviseur de celui du dividende ; 
mais la soustraction ne saurait se faire complètement ; 
eh bien, nous l’indiquerons seulement et nous attendrons 
qu’une nouvelle combinaison la rende possible. 

36 . Nous savons donc trouver les logarithmes de tous 
les nombres possibles; les uns sont, comme nous l’avons 
vu, négatifs, les autres positifs; les uns et les autres peu- 
vent offrir pour caractéristique tous les nombres entiers à 
partir de 0. Cela ne suffit pas : il nous faut pouvoir, quel- 
que logarithme que nous ayons , découvrir le nombre 
auquel il appartient. Tant que le logarithme proposé sera 
positif, et que la caractéristique ne dépassera pas 3, la 
table nous donnera immédiatement le nombre correspon- 
dant. Mais nous propose-t-on un logarithme négatif ou 
un logarithme positif dont la caractéristique dépasse 3, 
voilà nos tables insuffisantes, direz-vous? Non. De même 
que pourdécouvrir leslogarithuiesdes nombres supérieurs 
à 10 000, ou inférieurs à l’unité, nous avons eu recours 
à des nombres auxiliaires compris entre 1 et 10 000, de 
même pour découvrir les nombres correspondants aux loga- 
rithmes négatifs ou aux logarithmes positifs dont la carac- 
téristique surpasse 3 , nous emploierons auxiliairement 
des logarithmes compris dans les tables, et voici l’artifice 
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que nous mettrons en usage pour cela : Retrancher ou 
ajouter une, ou deux, ou trois, etc., unités àun logarithme, 
c’est le faire correspondre à un nombredix, cent, mille, etc. , 
fois plus petit ou plus grand. Le logarithme étant positif, 
la caractéristique est-elle 7, ramenons-la àn’être plus que 3 
par une soustraction de 4 unités ; le logarithme appartient 
dès lors à un nombre 10 000 fois plus petit que le nombre 
cherché ; nous trouvons ce nombre dans la table, et il nous 
est aisé d’en déduire un nombre dix mille fois plus grand. 

Le logarithme est-il négatif, ajoutons-lui assez d’unités 
pour qu’il devienne positif ; dès lors il se trouvera dans la 
table. Avons-nous, par exemple, — 5,65249, combinons 
par addition avec ce logarithme le nombre 6 qui est 
plus grand que lui ; aussitôt sa vertu soustractive va 
s'exercer tout entière, et de la combinaison il résul- 
tera : 6,00000 — 5,65249 == 0,34751, logarithme posi- 
tif compris dans la table et appartenant à un nom- 
bre un million de fois plus grand; de ce nombre auxiliaire 
nous passerons facilement au nombre demandé. Nous 
pouvions en ajoutant 9 au lieu de 6, obtenir un loga- 
, rithme auxiliaire 3,34751 , différent du précédent et ap- , 
partenant à un nombre 1 000 000 000 de fois plus grand 
que le nombre cherché; nous serions arrivés au but avec 
une égale facilité, et la caractéristique 3 nous eût donné 
l’avantage d’avoir à diviser par une puissance de 10 un 
nombre offrant plus de chiffres, ce qui nous eût fourni 
des décimales de divers ordres, tandis qu’en employant 
le premier logarithme auxiliaire, nous n’avons obtenu que 
la première de ces décimales. 

Nous avons supposé que tout logarithme positif dont la 
caractéristique ne dépassait pas 3, se trouvait dans les 
tables; celte supposition n’est pas exacte, car la plupart 
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du temps un logarithme proposé se trouve compris entre 
deux logarithmes tabulaires; on doit alors, pour décou- 
vrir le nombre correspondant, employer le procédé dont 
nous avons fait usage pour trouver le logarithme d’un 
nombre qui tombait entre deux nombres des tables : on 
écrit la môme égalité de rapports , avec cette différence 
que c’est non plus l’accroissement du logarithme cor- 
respondant à un accroissement du nombre proposé qui 
se trouve inconnu, mais l’accroissement du nombre. cor- 
respondant à celui du logarithme. Cherchons (par une 
soustraction) la différence du logarithme proposé avec le 
logarithme immédiatement inférieur ; nous la représente- 
rons par a; d’un autre côté la 3 e colonne de nos tables 
nous donne l’accroissement éprouvé par ce logarithme 
inférieur, quand le nombre qui lui correspond croit d’une 
unité ; représentons-le par b. Le rapport des deux accrois- 

I 

sements correspondants que nous connaissons sera ^ ; le 
rapport de ceux dont l’un est inconnu sera Nous sup- 

X \ 

posons ces rapports égaux. Ainsi -=g; nous en tirons 

x = *; nous connaissons de cette manière ce qu’il faut 
ajouter au nombre qui correspond au logarithme immé- 
diatement inférieur, pour obtenir le nombre demandé. 

37 . Jusqu’à présent nous avons donné le moyen de 
substituer à la multiplication et à la division un nombre 
égal d’opérations plus simples et se succédant dans le 
môme ordre; ne serait-il pas encore une simplification 
possible? Si nous avons, par exemple, à retrancher le 
logarithme n, négliger de faire cette soustraction, ce serait 
accroître le résultat de tout ce que nous ne lui enlèverions 
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pas. Eh bien , mettons en note chacun des nombres dont 
notre résultat s’accroîtra de la sorte, et nous ferons à 
la fin, toutes ensemble, les soustractions négligées. On 
pourrait agir ainsi : sans rien abréger, on changerait seu- 
lement l’ordre des opérations; mais on ne s’est pas borné 
là ; on s’est dit ; Si tous les nombres à soustraire finale- 
ment étaient les mômes , toutes les opérations soustrac- 
tives se réduiraient à une seule, la soustraction unique 
d’un multiple du nombre dont on aurait omis plusieurs 
fois le retranchement. Ne pourrait-on rendre égaux tous 
les accroissements provenant des soustractions négligées? 
Oui, sans doute. Supposons que l’un des accroissements 
soit a; il diffère d’une certaine quantité du nombre 10 
(cette quantité est facile à trouver : il suffit de retrancher 
le premier chiffre à droite de a , de 10 , et tous les autres 
de 9, soustraction qui se fait rapidement et sans rien 
écrire ) ; en même temps que nous omettons de sous- 
traire a, ajoutons cette différence, que l’on appelle 
complément arithmétique ; au lieu d’avoir à retrancher fina- 
lement a, nous aurons à retrancher 10. Se présente-t-il 
une nouvelle soustraction , omettons-la de même, et ajou- 
tons encore le complément arithmétique ; c’est-à-dire ce qui 
manque au nombre à retrancher pour être 10; nouvelle 
soustraction finale de 10 à opérer, ce qui fait avec la pré- 
cédente une seule soustraction de 2 fois 10, et ainsi de suite. 

Revenons maintenant sur l’usage des proportions ou 
égalités de rapports. 

USAGE DES PROPORTIONS. 

38 . On appelle mesure d’une quantité, le rapport nu- 
mérique de cette quantité à l'unité de même nature. La 
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mesure d'une surface, par exemple, est le résultat numé- 
rique de la comparaison de cette surface avec l'unité de sur- 
face, c'est-à-dire le norilbre de fois que l’unité se repro- 
duit dans cette surface. Adoptons-nous le millimètre pour 
unité de longueur, la mesure d’une longueur quelcon- 
que sera le nombre exprimant combien cette longueur 
renferme de millimètres. Avons-nous choisi pour unité 
de surface un petit carré d'un millimètre de côté , mesu- 
rer une surface quelconque, ce sera chercher combien 
de fois cette unité s'y trouve. 

39 . Les proportions peuvent nous servir, comme nous 
allons le voir, à mesurer une foule de quantités avec le 
concours de quantités déjà mesurées, ou, si l’on veut, à 
découvrir une foule de quantités inconnues au moyen 
d’autres quantités que l’on connaît. 

11 nous faut exposer d’abord les divers genres de liaisons 
qui rattachent les quantités les unes aux autres. Il existe 
une première liaison entre toutes les quantités de même 
nature; celle-là n'est que conventionnelle; elle établit 
entre ces quantités une espèce de filiation, de généra- 
tion . car elle consiste à les regarder toutes comme dérivées, 
par accroissement, du terme de comparaison auquel on 
les rapporte, à les regarder, par conséquent, comme des 
valeurs particulières d’une même quantité variable. Ainsi 
toutes les surfaces, en quelque lieu qu’elles se rencontrent, 
sont considéréescommedes variations, par accroissement, 
d’une même unité de surface. Celte liaison divise les quan- 
tités en grandes séries, dont chacune comprend toutes 
celles de même nature. 

11 est une autre liaison, que nous nommerons naturelle, 
qui rattache les unes aux autres ces séries dont nous ve- 
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nons de parler, qui les fait marcher de frontdeux à deux, 
de telle sorte que, dans la marche d’uue de ces couples de 
séries, les termes de l’une devancent constamment les 
termes correspondants de l’autre , de la même manière 
qu’une cause devance son effet; ce qui fait que, toutes les 
fois qu’il se présentera plusieurs séries de variations dé- 
pendantes les unes des autres, nous affecterons à celles 
qui jouiront de la priorité le nom générique de variations- 
causes ou causes de variations , ou simplement causes, et aux 
autres le nom de variai ions-effet s , ou simplement effets; 
non pas qu’il faille prendre ces expressions au pied de la 
lettre : bien loin de là. On pourrait cependant le faire 
quelquefois avec raison, mais généralement on aurait tort; 
par exemple, la quantité d’ouvrage fait varie avec le temps 
employé; la variation du temps est antérieure, nous l’ap- 
pelons cause; on voit bien que cette expression, prise ici 
dans son sens ordinaire, serait tout à fait inexacte. En 
faisant usagé de ces mots causes et effets, nous n’avons pas 
d’autre but que de désigner brièvement l’ordre dans le- 
quel se présentent plusieurs variations liées entre elles ; 
la dénomination de cause n’indiquera donc pas autre chose 
que la priorité. Quand nous disons priorité, il ne faut pas 
entendre seulement une priorité perçue par les sens, mais 
aussi une priorité rationnelle, c’est-à-dire perçue seule- 
ment par l’esprit, qui souvent, malgré la simultanéité ap- 
parente de plusieurs variations, découvre une certaine 
distance, infiniment petite, à la vérité, entre le commen- 
cement d’une d’entre elles et celui d’une autre. 

Dans ce dernier genre de liaisons, il en est une remar- 
quable, c’est celle qui assujettit les deux séries liées entre 
elles à marcher, pour ainsi dire, du même pas, à obéir à 
la même loi. 11 est un grand nombre de séries dont les 
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ternies correspondants deviennent en même temps dou- 
bles, triples, etc., ou encore, dont les unes deviennent 
doubles, triples, etc., tandis que les autres devien- 
nent la moitié, le tiers, etc., de ce qu’ils étaient au point 
commun de départ; c’est ce que nous appelons obéir à la 
même loi. Cette liaison particulière est la seule dont nous 
ferons usage; c’est celle qui nous conduira, par le moyen 
des égalités de rapports auxquelles elle donne nais- 
sance, à la découverte d'une foule de termes inconnus de 
séries qui lui obéissent. Voulons-nous mesurer une quan- 
tité inconnue qui se vienne classer dans une série que nous 
savons accompagnée d’une autre soumise à la même loi , 
nous le pourrons si celle qui lui correspond dans cette 
autre série est connue ou mesurée, et si, de plus, nous 
connaissons les mesures d’une autre couple de ternies cor- 
respondants. Nous renverrons , pour plus amples détails, 
à ce que nous avons dit à l’article des rapports et propor- 
tions; on y verra comment de l’identité de la loi nous 
avons conclu l’égalité de tous les quotients ou rapports, 
que l’on voudrait former avec les termes correspondants 
de chaque série, en ayant soin d’alïecter aux termes de 
l’une exclusivement le rôle de dividende et celui de diviseur 
aux termes correspondants de l'autre. 

41 . La variation de l’effet proportionnelle à la variation 
de la cause, condition qui se présente dans un grand 
nombre de questions de physique, nous donne donc le 
moyen de découvrir l’effet dû à telle cause, lorsque nous 
connaissons celui que produit une des valeurs de cette 
cause supposée variable. Cela va fort bien tant que nous 
n’avons que deux séries, c’est-à-dire que nous trouvons 
facilement la mesure de l’effet tant qu’il n’y a qu’une seule 
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cause de variation. Mais voici un effet influencé par plu- 
sieurs causes à la fois. Cet effet, nous le mesurerons avec 
autant de facilité que les précédents, si nous savons que , 
de toutes les causes de variation qui le peuvent influencer, 
chacune, si elle était seule, produirait une variation pro- 
portionnelle à celle qu’elle éprouverait elle-même, ou qu’é- 
prouverait une de ses modifications. Un exemple va nous 
éclaircir ces derniers mots. L’échauffement d’une surfadB 
varie en même temps que sa distance au foyer de chaleur, 
mais décrolt-il dans le même rapport que s’accroît cette 
distance? Non : l’expérience a montré que son décrois- 
sement est inversement proportionnel au cairé de la dis- 
tance. Le carré de la distance est ce que nous désignons 
par le nom de cause modifiée. Toutes les causes qui 
doivent influencer le même effet inconnu, agiront, ou 
successivement, ou simultanément. Agissent-elles succes- 
sivement , nulle difficulté : chacune vient à son tour exer- 
cer son énergie tout entière, et la modification qui résulte 
de chaque action est donnée par une simple proportion ; 
on a par conséquent «à écrire autant de proportions succes- 
sives qu'il y a de causes. Passons à la simultanéité. Cha- 
cune de ces causes qui agissent ensemble, produirait, 
nous le supposons, si elle était seule, une variation pro- 
portionnelle à la sienne propre : opérant en même temps 
que les autres, elle pourra être entravée dans son ac- 
tion, et même dans l'impossibilité d’exercer toute son 
énergie. Cependant notre esprit ne saurait faire mar- 
cher de front plusieurs actions, de sorte qu’il est obligé 
de regarder encore ces actions diverses comme succes- 
sives. On 11e peut donc être sûr d’arriver dans ce cas, 
comme dans le précédent, au véritable résultat , puisqu’on 
11’a pas égard aux entraves que peut faire naître la sirnul- 
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tanéité ? Cette conséquence semble plausible, et cependant 
elle n’est pas exacte; il est aisé de voir, en effet, que la 
succession des actions diverses conduirait au même résul- 
tat que leur simultanéité. Lorsque deux causes agissent 
en mémo temps, si chacune ne produit pas tout l’effet 
qu’elle eût produit dans le cas où elle eût été isolée, c'est 
parce que quelque portion de son énergie a été neutralisée, 
une portion égale d’énergie contraire fournie par l'autre 
l’empêchant de produire son effet. (L'opposition seule 
produit destruction.) L'altération causée par la substitu- 
tion de la succession à la simultanéité consiste donc en ce 
que cette portion, qui eût été neutralisée, ne l’est pas et 
produit un effet qui n’eût pas dû se montrer. Vient ensuite 
l’action totale de la seconde cause; la portion de cette 
cause qui eût servi à neutraliser la précédente, en se neu- 
tralisant elle-même, produit également son effet : nouvelle 
altération, mais altération égale et contraire à la première, 
qu’elle fera disparaître par son opposition, en disparais- 
sant avec elle. La succession nous offre donc production 
et destruction d’un effet, tandis que la simultanéité eût 
présenté seulement la neutralisation de sa cause. Le ré- 
sultat de part et d’autre est bien évidemment le même; la 
seule différence c’est que, dans l’hypothèse de la succes- 
sion des actions, on arrive au but par une voie détournée 
et plus longue, et si l’on prend cette route, c'est faute 
de pouvoir arriver directement. 

42. Toutes les fois donc que nous aurons à mesurer 
un effet soumis à l’influence de plusieurs causes, agis- 
santes simultanément ou successivement telles que cha- 
cune, dans le cas où elle serait isolée, produirait des 
variations proportionnelles aux sieunes propres, nous 
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supposerons que les actions diverses s’exercent successi- 
vement et viennent, chacune à son tour, modifier le ré- 
sultat. Chaque nouvelle modification s’obtiendra par une 
simple proportion. Nous allons appliquer ce principe à 
divers exemples. 


43. 1" Exemple. — Un voiturier parcourt périodiquement 
la même route; il marche 11 heures par jour en été et 
met 5 jours à faire 63 lieues; dans l’hiver, le mauvais 
état des chemins l’empêjhe d’aller au-delà de 42 lieues, 
sa marche journalière est de 7 heures, et la vitesse de sa 
voiture est les trois cinquièmes de ce qu’elle était dans la 
belle saison ; on demande combien de jours il restera en 
route. 

Si nous analysons la question, nous y reconnaissons 
trois causes de variations qui influent à la fois sur le ré- 
sultat cherché : 

1° Le décroissement de l’espace parcouru, qui, consi- 
déré seul, ferait décroître proportionnellement le nombre 
des jours; 

2° Le décroissement du temps de marche journalier qui 
ferait croître le nombre des jours dans le même rapport , 
c’est-à-dire le ferait varier en raison inverse; 

3* Le décroissement de la vitesse qui produirait encore 
une variation inversement proportionnelle. 

Une première proportion directe entre le nombre de 
jours et l’espace parcouru, va donner l’inconnue* affectée 
d’une première modification : 


63 

5 


U1 P ,, . 5.42 

= T ,gdou r=— . 


Représentons cette valeur par a. 

Une seconde proportion, non plus directe, mais inverse; 


Digitized by Google 



l'SAGE DES PRUPORTIOAS. 


tt> 


entre le nombre de jours et le temps de marche journa- 
lier va nous présenter encore notre inconnue ayant subi 
deux modifications : 

a 7 a. 11 5.42. 11 

* — 11’ * ~ 7 — 7.63' 

Représentons encore, pour abréger, cette nouvelle va- 
leur b. 

Enfin, une troisième proportion, inverse comme la 
précédente, entre le nombre de jours et la vitesse, va mo- 
difier pour la troisième fois notre inconnue : 


b 


x 



d'où x = 

» 


5.5.42.11 
3.7.63 ' 


• C'est le nombre de jours demandé. 


44 . 2' Exemple . — Cherchons la mesure de la portion de 
surface que l’on circonscrit de la manière suivante : 

Nous plaçons sur une table la règle ABCD (fig. 1), dont 
l’arête antérieure AB est armée d’une pointe à chacune 
de ses extrémités, A et B; puis, après avoir tracé dans la 
direction de cette arête une ligne CH, qui nous donne 
une première limite, nous faisons avancer notre règle 
avec une vitesse égale en tous ses points, de sorte que 
tous en même temps parcourent des chemins égaux. Les 
sillons AE, BF, que laissent derrière elles nos deux 
pointes, joints à une quatrième ligne 1K, tracée suivant 
une nouvelle station EF de l’arête autérieure de la règle, 
achèvent d'enclore une portion de la surface plane de 
notre table. 

Avant d’aller plus loin, faisons quelques observations 
sur les positions relatives des limites de cette petite sur- 
face. 
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GEODESIE PRATIQUE. 

Les deux lignes AE, BF sont égales, puisque ce sont les 
traces de deux points qui marchent avec une égale vitesse; 
de plus, comme elles se composent des positions succes- 
sives de ces deux points, correspondantes deux à deux, 
nous pouvons ajouter qu’elles sont également distantes 
dans toute leur étendue ; enfin, dans la marche de la règle, 
ses deux extrémités doivent se comporter de la même 
manière relativement à la ligne de départ AB, et offrir 
dans leur mouvement les mêmes circonstances : il n’y a 
pas, en effet, de raison pour qu’il en soit autrement. Les 
deux traces seront donc également inclinées d’un même 
côté, à droite par exemple, sur la ligne AB, ce que nous 
exprimerons en disant que l 'angle EAI) est égal à Yangle 
FBH (on appelle angle de deux lignes, l’inclinaison de 
l’une sur l'autre; et pour désigner cet angle, on dénomme 
successivement une portion de chacune des deux lignes 
aboutissantes à leur point de rencontre, que l’on appelle le 
sommet Je l'angle; on est convenu de n’appeler qu’une 
seule fois au lieu de deux la lettre du sommet). Nous 
pourrions dire également que l'angle EAG est égal à l'an- 
gle FBA. Cette propriété tient à ce que les deux points 
extrêmes de la règle ne sauraient changer de position l’une 
à l'égard de l’autre, mais changent seulement relativement 
à la ligne de départ. Il suit de là que deux lignes également 
distantes l’une de l’autre en tous leurs points sont égale- 
ment inclinées sur chacune des lignes qu’elles rencon- 
trent toutes deux à la fois; et l’on peut dire, inversement, 
que deux lignes également inclinées sur une troisième 
sont à la même distance l’une de l’autre dans toute leur 
étendue. Ces couples de lignes s'appellent lignes parallèles, 
ou simplement parallèles. 

Nos lignes AB et EF sont aussi de même longueur, la 
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longueur de la règle; elles sont, de plus, également dis- 
tantes en tous leurs points : elles seront par conséquent 
également inclinées sur les lignes MI, ON qu’elles ren- 
contrent, autrement dit, elles seront parallèles. Faisons 
ici une observation dont nous nous servirons plus tard : 
c’est que deux couples de parallèles , qui se rencontrent, 
séparent, l’une sur l’autre, des parties égales. 

Notre surface circonscrite par quatre lignes parallèles 
deux à deux s’appelle un parallélogramme. Si nous sup- 
posons que le mouvement a été imprimé à la règle de 
telle manière que la trace de l’une des pointes (et par 
suite celle de l’autre) ne soit pas plus inclinée à droite 
qu’à gauche sur la ligne AB, cas dans lequel les deux 
angles qu’elle forme (l’un à sa droite, l’autre à sa gauche), 
s'appellent angles droits, la figure prend un nom particu- 
lier dû à l’égalité des quatre angles EAB, ABF, BFE, 
FEA (fig. 2); on l’appelle rectangle. Si, enfin, outre cette 
égalité des quatre inclinaisons, les quatre côtés sont aussi 
égaux entre eux; la figure reçoit le nom de carré. Cette 
dernière surface est la plus simple : il suffit en effet 
d’en connaître un côté pour la tracer; la précédente exi- 
geait la connaissance de deux côtés; le parallélogramme, 
en général, exige en outre la connaissance d’une incli- 
naison. 

C’est le rectangle que nous allons mesurer, en prenant 
pour terme de comparaison ou unité de surface le petit 
carré qui a pour côté l’unité de longueur. 

Nous remarquerons d’abord qu’en faisant parcourir à la 
règle un chemin double de AE, nous aurions eu une sur- 
face double ; il est aisé de voir, en effet, que la nouvelle 
portion de surface que l'on eût obtenue, repliée, s'il eût 
été possible, sur la première, l’eût recouverte entière- 
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ment. 11 y aurait donc proportionnalité directe entre les 
variations de AE, c’est-à-dire du chemin parcouru perpen- 
diculairement (on appelle perpendiculaire la ligne qui forme 
avec une autre deux angles droits, ou, si l’on veut, qui 
n’est pas plus inclinée sur cette autre à droite qu’à 
gauche) , et celles de la surface circonscrite. 

D’un autre côté, si nous imaginons que la ligne AE ait 
été donnée par une position d’une règle partie de la coïn- 
cidence avec la ligne BF, nous verrons que la sur- 
face ABFE serait devenue double lorsque la règle eût 
parcouru le double du chemin AB perpendiculaire à BF ; 
il y aurait donc encore proportionnalité directe entre les 
variations de AB et celles de notre surface. 

Nous reconnaissons ainsi deux causes avec lesquelles la 
surface, supposée variable, varierait proportionnellement. 
Qu’avons-nous donc à faire pour mesurer notre rectangle? 
Il faut supposer qu’il n’est autre chose qu’un accrois- 
sement de l’unité de surface, causé par la variation 
de AB qui, dans l’origine, était l’unité de longueur, et 
par celle de AE, dont la longueur primitive était égale- 
ment l’unité. 

Quel effet produirait sur l’unité de surface, par sa va- 
riation isolée, la hase de cette unité? Elle la ferait croître 
proportionnellement à ses propres accroissements, c’est- 
à-dire que le rapport numérique de la nouvelle surface 
à celle qui servait de point de départ, ou si l’on veut à 
l’unité de surface, serait le même que celui de la nouvelle 
hase à la base primitive ou à l’unité de longueur : autre- 
ment, la nouvelle surface, que nous représenterons pary, 
serait, relativement à la première surface, le même mul- 
tiple que la nouvelle base relativement à la première ; or 
la nouvelle base est égale à b unités de longueur ; la nou- 
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velle surface sera donc égale à b unités de surface. Pas- 
sons maintenant à l’effet que produirait sur la surface b, 
que nous venons d'obtenir, la variation isolée de la hau- 
teur. L’accroissement serait encore proportionnel ; la sur- 
face x (celle que l'on nous donne à mesurer) serait donc, 
relativement à la surface b, le mémo multiple que la hau- 
teur h, relativement à la première hauteur qui est l’unité 
de longueur. Puis donc que nous aurions h unités de lon- 
gueur dans la nouvelle hauteur, nous aurions également 
dans la nouvelle^ surface h fois la surface b , de laquelle 
nous partons, ou lt fois b unités de surface, c’est-à-dire 
h. b unités de surface. Voilà notre surface mesurée ; son 
rapport numérique à l’unité dp surface sera exprimé par 
le produit de la base et de la hauteur. 

Quant à l'unité de surface, notre raisonnement ne lui 
supposant pas une grandeur déterminée, on la pourra 
toujours choisir de telle sorte que son côté ou unité de 
longueur soit contenu un nombre entier de fois dans la 
hauteur et dans la base. L’on rencontrera, il est vrai, par- 
fois, telles longueurs pour la comparaison desquelles on 
ne saurait trouver une unité assez petite, tels seraient le 
côté d’un carré et sa diagonale, c’est-à-dire la ligne qui 
le traverse d’un sommet ou angle au sommet opposé (nous 
verrons plus loin comment on a reconnu à ces deux lignes, 
de même qu'à plusieurs autres, la propriété d’ôtre incom- 
mensurables, c'est-à-dire de ne pouvoir être comparées à 
une même unité) ; l'analogie conduit alors S'assimiler au 
cas général, ces cas particuliers, qui d’ailleurs se présen- 
tent rarement; et, en effet, quand on arrive à employer 
une unité extrêmement petite, qui convient à la mesure 
de l’une des longueurs, pourvu que l’autre longueur soit 
infiniment peu plus grande ou plus petite, elle lui con- 
i. i 
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viendra également : ainsi donc , quand il serait vrai 
qu’en mesurant la surface comme s’il y eût commeniu- 
rabilili entre ses côtés, on n’obtint pas la mesure exacte, 
toujours faudrait-il reconnaître qu’on l'aurait avec telle 
approximation que l’on voudrait, ce qui justifie l'affilia- 
tion de ces ras au cas général. 

45 . On a du remarquer que dans la recherche de notre 
mesure, nous n’avons point fait usage des égalités de rap- 
port, mais que nous sommes arrivé au but par des consi- 
dérations simples et dérivant immédiatement de la défini- 
tion des variations proportionnelles. Pour deux quantités, 
en effet, varier proportionnellement, n’est autre chose que 
devenir à lafois doubles, triples, etc. , le tiers, le quart, etc., 
de leurs grandeurs primitives, c’est-à-dire les mêmes mul- 
tiples de ce qu’elles étaient quand elles ont commencé 
à varier ; il suit de là que si l'on connaît une couple de va- 
leurs correspondantes, a et b, de ces quantités (valeurs 
qui servent de point de départ pour la variation), et, de 
plus, une seule des valeurs à’ d’une autre couple (les mêmes 
lettres indiquent les quantités de même nature), la valeur 
inconnue x de cette deuxième couple sera relativement à a 
e même multiple que b' relativement à b. Divisons b' 
par b , le quotient sera le nombre par lequel il faudrait 
multiplier b pour avoir b', et en même temps celui par 
lequel il faut multiplier a pour avoir x. Veut-on un 
exemple ? 3 ‘Ouvriers ont fait 36 mètres d’un certain ou- 
vrage : voilà une première couple de valeurs; combien en 
feront 15 ouvriers? voilà une seule valeur d'une deuxième 
couple. Cette valeur étant égale à 5 fois la valeur de même 
nature de la première couple, la valeur inconnue de la 
deuxième couple, c’est-à-dire la quantité de mètres faite 
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par 45 ouvriers, doit être égale à 5 fois 36 mètres ou 
180 mètres. Si, dans les premiers problèmes, au lieu de 
suivre cette marche, nous avons employé les égalités de 
rapports, c’est que, devant parler de l'usage des égalités 
pour la recherche générale des quantités inconnues, nous 
avons cru devoir rattacher à leur emploi toute recherche 
du même genre. Les résultats d’ailleurs sont, comme on 
doit bien le penser, toujours les mêmes, de quelque ma- 
nière qu’on y arrive : nous avons, par les considérations 
qui précédent, trouvé A . b pour mesure du rectangle ; la 
méthode des égalités va nous conduire à. la même ex- 
pression. Un premier rapport sera celui de l’unité de 
surface A sa base, qui est l’unité de longueur; un second 
rapport qui, comme on le sait, n’est qu’une autre expres- 
sion du précédent, sera celui de y, ou de la surface agran- 
die par suite de l'accroissement de la base & cette base b. 
L’équation sera : 

Unité de surface 1 y ,, , , 

Unité de longueur ï A* 011 ^ 

Quels seront les rapports qui formeront la seconde éga- 
lité nécessitée par l'accroissement de la hauteur? Les 
voici : 1* rapport de la surface A à sa hauteur qui est l'unité 
de longueur ; 2* rapport de x ou de la surface proposée, 
provenant de l'accroissement de la surface b, par suite 
de la variation de la hauteur, à cette nouvelle hauteur A. 
L’équation sera : 

b ji i , . 

- = r , ri ou x = b.h. 

1 A 

48 . Nous devons, avant d’aller plus loin, faire une 
observation sur ce qu’on appelle dislance de deux lignes 
parallèles. La diitnnce d’un point à un autre est la ligne 
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qui les joint. Tant que nous avons supposé les parallèles 
composées de points correspondants, nous avons regardé 
comme leur distance celle de deux de ces points. Mais 
rencontrons-nous deux parallèles indépendantes l’une de 
l’autre, nous n’y pouvons plus reconnaître de points 
correspondants, et nous devenons libres d’établir telle 
correspondance qu’il nous plaira. Incliner nos distances 
tantôt d’une manière, tantôt d’une autre, c’est-à-dire ne 
nous assujettir à aucune loi dans la détermination des 
correspondances, ce serait compliquer la comparaison 
des distances par la comparaison de leurs inclinaisons. 
Au lieu de cela, convenons d’établir nos correspon- 
dances de points de manière que toutes les distances 
offrent une inclinaison commune, dont, par conséquent, 
nous n’aurons à tenir compte. Mais quelle inclinaison 
choisirons-nous? quelle est celle qui se reproduit le plus 
facilement et avec le moins de chances d’erreur ? C’est 
évidemment la perpendiculaire, que nous emploierons dans 
tous les cas possibles pour mesurer les distances des li- 
gnes entre elles, ou celles des points à des lignes. La per- 
pendiculaire jouit d’une propriété remarquable, c’est 
quelle est la distance minimum d’une ligne à sa paral- 
lèle; ou d’un point à une ligne, c’est-à-dire la plus 
courte de toutes les distances, ce que l’on exprime 
en disant que la perpendiculaire est plus courte que 
toutes les obliques. Cette propriété se vérifiera facilement 
de la manière suivante : Tendez un fil sur la surface de 
l'eau, il sera horizontal ; suspendez à l’extrémité d’un autre 
fil un petit poids terminé en pointe, avec lequel vous 
effleurerez le premier fil, ce second fil sera perpendi- 
culaire au premier. Eh bien! aussitôt qu’on l’écartera 
quelque peu de sa situation verticale, le petit corps cessera 
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de toucher le fil horizontal, ce qui montre que, pour me- 
surer toute distance oblique, le fil de suspension devrait 
être plus long. 

Maintenant, nous sommes fixé sur ce qu’il faut en- 
tendre par le mot dislance. Toutes les fois que nous ren- 
contrerons des surfaces terminées en totalité ou en partie 
par des lignes parallèles, la distance de deux de ces lignes 
s’appellera la hauteur de ces surfaces, et par suite l’une 
des deux sera la base. Quant aux surfaces dans lesquelles il 
ne saurait y avoir de parallélisme, c’est-à-dire aux surfaces 
triangulaires , ce sera ladistance de l’un des sommets (point de 
rencontre de deux lignes) à la limite ou ligne opposée qui 
portera le nom de hauteur ; ce côté opposé, c’est-à-dire 
celui des trois qui ne concourt pas à la formation du 
sommet que l’on considère, prend dès lors le nom de base. 
La hauteur d’un triangle est, comme on le voit, la même 
que celle d’un parallélogramme dont le côté parallèle à la 
base commune des deux surfaces passerait par le sommet 
du triangle. 

47 . De la mesure du rectangle, ou plutôt de celle du 
carré, puisque c'est un petit carré que nous avons pris 
pour unité de surface, nous allons déduire celle de toutes 
les autres surfaces, en les comparant immédiatement ou 
médiatement à la surface rectangulaire. Pourquoi, dira- 
t-on, prendre pour point de départ, une surface terminée 
par quatre lignes; les surfaces triangulaires ne sont-elles 
pas plus simples? Non. Le triangle le plus simple possible, 
celui qui a trois côtés égaux et trois angles égaux , donne 
à considérer une longueur et une inclinaison ; eh bien ! le 
cane ne présente non plus qu’une seule longueur et une 
seule inclinaison, laquelle a, sur celle du triangle, l’avan- 
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tage d’ètre la plus simple. Dans le triangle, d’ailleurs, 
quelles eussent été les causes de variation? quelle que 
fût celle des limites que l’on supposât mobile , l’on ne 
pouvait apercevoir de variations proportionnelles; il n’y 
avait donc pas prise pour les proportions, qui sont le 
seul instrument que nous sachions manier jusqu'à pré- 
sent. Les surfaces carrées et rectangulaires étaient les 
seules qui se prêtassent facilement à nos moyens de com- 
paraison. 

48 . Aux surfaces rectangulaires comparons d'abord 
les surfaces terminées par quatre lignes parallèles non 
perpendiculaires les unes sur les autres, c’est-à-dire les 
parallélogramme*. 

Sur la ligne AD prolongée {fuj. 3), séparons à la gauche 
des points A et D, des portions de ligne AE et DF égales ; 
joignons les points B et C aux points E et F par les lignes 
BE et CF, nous aurons renfermé, de cette manière, une 
surface BCFE ayant même base BC et même hauteur CD 
que le rectangle BCDA. Cette nouvelle surface nous offre 
une partie triangulaire DGF étrangère au rectangle qui, 
de son côté, possède une partie triangulaire ABE qui ne 
se trouve pas dans l’autre figure, c’est-à-dire que, pour 
passer du rectangle à la seconde surface, on perd le 
triangle ABE pour regagner le triangle DCF. Or ces 
deux triangles sont égaux, attendu qu'ils offrent quatre 
lignes égales deux à deux, AB =DC, AE= DF, et que 
l’inclinaison de deux de ces lignes d’une part, BAE, est 
égale à celle des deux autres, CDF ; de sorte que si on 
les plaçait l'un sur l'autre, ils offriraient coïncidence com- 
plète; par conséquent les deux surfaces BCDA et BCFE 
sont, non pas égales, mais équivalentes, c’est-à-dire 
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qu’elles ont môme mesure, le produit de la base BC par 
la hauteur CD. Il est aisé de voir maintenant que la sur- 
face BCFE est un parallélogramme, c'est-à-dire que BE 
et CF sont parallèles, ou , si l'on veut, également inclinées 
sur l’une des deux parallèles BC,EF ; l'égalité d'inclinai- 
son sur EF par exemple, c’est-à-dire l'égalité des an- 
gles CFD et BEA, se conclut de la coïncidence des deux 
triangles transportés l’un sur l’autre. Tout parallélo- 
gramme a donc même mesure que le rectangle de môme 
base et de môme hauteur. 

49 . Puisque nous sommes arrivé à nous occuper de 
surfaces qui, outre des longueurs différentes, présentent 
des inclinaisons différentes, nous ne passerons pas outre 
avant d'avoir exposé les moyens que l’on emploie pour 
comparer les inclinaisons ou angles, c’est-à-dire pour les 
mesurer. 

Être incliné vers un objet, signifie, dans le langage or- 
dinaire, avoir une propension à tomber vers cet objet, à 
l’atteindre. Représentons-nous une tige verticale inflexi- 
ble, reposant par son extrémité inférieure sur un plan 
horizontal vers lequel on la renverse ; dans tout le cours 
du mouvement, chacun des points de cette ligne reste 
constamment à la même distance du point de contact avec 
le plan horizontal ; c’est-à-dire que si l’un de ces points 
laissait après lui une trace, ce serait un arc de cercle dont 
le centre se trouverait au point de contact. Comment se 
se mesurera donc l’inclinaison d'une ligne sur une autre 7 
Par l’arc plus ou moins grand qu'aurait à parcourir cette 
ligne pour atteindre l'autre, sur un cercle dont le centre 
se trouverait au sommet (/?g. h). Il est clair que, si l’on 
veut avoir des mesures comparables, il faudra faire usage, 
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dans tous les cas, d'un cercle de même rayon. Nous ver- 
rons plus loin comment on peut se dispenser d’employer 
constamment le même cercle. 

50 . De l’emploi des arcs pour mesurer les angles, il ré- 
sulte que la mesure de deux angles droits pris ensemble 
est un demi-cercle, que celle d’un angle droit est un quart 
de cercle, et que les mesures réunies de quatre angles 
droits forment un cercle entier. 

De ce moyen de mesurer en plaçant le centre du cer- 
cle au sommet des angles, on déduit celui de mesurer en 
plaçant à ce sommet un point de la circonfc'ence ou limite 
du cercle, et le centre du cercle sur l’une des lignes; telle 
est la disposition de l’angle EDC, dans la ( fig. 5). Par le 
centre du cercle , traçons BF parallèle à DE, c’est-à-dire 
formant un angle CAB égal à l’angle CDE , l’arc BC sera 
la mesure de l’angle ; il s’agit de savoir quel est son rap- 
port avec l’arc EC compris entre les côtés CD, DE. Nous 
remarquerons d’abord que l'arc DF, mesure de l'angle 
DAF, est égal à l’arc BC, mesure de l’angle BAC, car 
l’un et l’autre, joints au même arc FC, mesure de l’an- 
gle FAC, forment une demi-circonférence. (L’égalité de 
l'angle DAF à l’angle BAC est ce qu’on appelle égalité 
des angles opposes par le sommet; celle du même angle DAF 
à l’angle EDA, le même que BAC s'appelle égalité des 
angles attei nes-inlcrnes, formés à droite et à gauche d’une 
ligne qui coupe deux parallèles). On se convaincra en- 
suite que l'arc EB est égal à l’arc DF, en repliant sur la 
partie supérieure de la ligure celle qui se trouve au- 
dessous du diamètre HG, tracée perpendiculairement au 
diamètre BF et par suite de la ligne ED ; les angles 
E1G.BAG ne cesseront pas d'être droits, ils recouvriront 
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donc exactement les angles droits DIG, FAG; de plus le 
point E tombera sur le point D, et le point B sur le 
point F, autrement ces points seraient inégalement éloi- 
gnés du centre; les deux arcs EB,DF auront donc les 
extrémités communes, ce qui annonce coïncidence com- 
plète dans les arcs d’une même circonférence qui se 
forme d’une série de points tous également éloignés du 
centre. L’arc EB, étant égal à l’arc DF, est égal aussi à 
l’arc B(’., d’où il suit que l’arc EC est double de l’arc BG. 
Nous pouvions, comme on le voit, mesurer l’angle EDG 
au moyen de l’arc compris entre ses côtés; il suffisait de 
prendre la moitié de cet arc. 

Supposons maintenant que le centre, au lieu de se 
trouver sur un des côtés, se trouve entre les deux ; telle 
est la disposition de l’angle EDF dans la fig. ü. Les 
lignes diamétrales BH et CG, parallèles aux lignes ED 
et FD, nous donneront les arcs égaux BG et GH, tels que 
chacun est la mesure de l’angle proposé. Quel est le rap- 
port de l’arc EF à l’arc BC? Get arc EF offre de plus 
que BG, 1* l’arc partiel E B égal à l’arc DH (égalité déri- 
vante du parallélisme des lignes ED et BH) ; 2“ l’arc par- 
tiel CF égal à l’arc GD (égalité du même genre) ; or les 
arcs GD et DH réunis forment l’arc GH : par conséquent 
EF est plus grand que BC d’une partie GH égale à BC, 
c’est-à-dire qu’il est double de BG. Il suffit donc encore, 
pour avoir la mesure de l’arc EDH, de prendre la moitié 
de l’arc compris entre ses côtés. 

Enfin supposons que le centre ne soit plus ni sur l’une 
des lignes, ni entre les deux, mais en dehors; telle est 
la disposition de l’angle EDF dans la fig. 7. Les diamè- 
tres BH et GG, parallèles aux deux côtés de l’angle, sé- 
parent sur la circonférence les arcs égaux BC.GH, tels 
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que chacun est la mesure de cet angle. Remarquons que 
la portion CF de l’arc EF est égale à l'arc GD, attendu 
que ces deux arcs sont compris entre les lignes paral- 
lèles FD et CG, et que nous avons montré sur la ligure 5 
que deux lignes parallèles ED et BF interceptent sur la 
circonférence des arcs égaux DF et EB ; or l’arc GD se 
compose de l’arc GH égal à l'arc BC, et de l’arc HD égal 
à l’arc BE à cause du parallélisme des lignes ED et BH : 
l’arc CF est donc égal à BC -f- BE. L’arc EF compris 
entre les côtés de l’angle proposé doit, à cette valeur de 
CF, joindre l’arc EC : il sera donc égal à BC -f-BE-j-EC; 
et comme BE -f- EC n’est autre chose que BC, l’arc EF 
sera double de l’arc BC. 11 suffît donc dans ce cas, comme 
dans les deux précédents, pour avoir la mesure de l’angle 
EDF, de prendre la moitié de l’arc compris entre ses 
côtés. 

Nous avons jusqu’ici disposé le cercle de manière 
qu’il comprit dans son intérieur une partie de chacune 
des lignes de l’angle à mesurer; plaçons -le maintenant, 
en laissant toujours au sommet de l’angle un point de la 
circonférence, de manière que l’une des deux lignes soit 
entièrement au-deliors et ne le touche qu’en un point, au 
sommet; telle est la disposition de l’angle EDF (/ ig . 8). 
La mesure de cet angle sera encore la moitié de l’arc 
compris entre ses côtés, c'est-à-dire, la moitié de l’arc 
DBF. Par le point D menons le diamètre DG ; ce diamètre 
sera perpendiculaire à ED, attendu que, nul point de ED 
ne se trouvant dans le cercle, AD est la distance mini- 
mum de cette ligne au centre, et, comme nous le savons, 
la distance minimum d'un point à une ligne est perpendi- 
culaire sur cette ligne. L'angle EDG, formé par ce dia- 
mètre et l’un des côtés de l’angle proposé, étant droit, 
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a pour mesure un quart de circonférence, c’est-à-dire la 
moitié de la demi-circonférence DBG comprise entre ses 
côtés; l’angle GDF a également pour mesure la moitié de 
l'arc GF compris entre les lignes DG et DF ; la mesure de 
l’angle proposé EDF, qui doit être la somme des mesures 
des deux précédents EDG et GDF, sera par conséquent la - 
moitié de l’arc DBG augmenté de la moitié de l’arc GF 
ou la moitié de l’arc total ; l’arc EDF est donc mesuré 
par la moitié de l’arc DBF compris entre ses côtés. 

Voulons-nous arriver autrement à la même conséquence, 
menons les diamètres BH et IC parallèles aux côtés de 
l’angle, ils comprendront l'arc BC qui sera sa mesure; 
or cet arc BC est la moitié de l'arc DBF ; ce dernier, en 
effet, a de plus que l’arc BC, I® la partie DB qui est un 
quart de circonférence, de même que l’arc BG, première 
partie de BC (les parallèles ED et BH étant perpendicu- 
laires sur le diamètre DG) ; 2* la partie CF égale GG, se- 
conde partie de BC; cette seconde égalité vient de ce que 
CF est égal à ID (arcs compris entre lignes parallèles) , le- 
quel est égal à GC (mesure des deux angles opposés par le 
sommet, et par conséquent égaux) ; l’arc DBF offre donc 
de plus que l’arc BC, la valeur de cet arc BC, c’est-à-dire 
qu’il en est le double ; il suffit donc d’en prendre la moitié 
pour avoir la mesure de l'angle proposé. 

L’angle EDF, que nous venons de mesurer, était plus 
grand qu’un angle droit. Est-il plus petit ( ftg . 9), nous 
emploierons encore le môme procédé. Sa mesure serait 
l’arc BC; eh bien ! comme nous allons le voir, l’arc DF 
compris entre ses côtés est encore double de BC. La 
partie DB de cet arc DF est égale à l’arc DU, qui lui- 
môme se compose de l’arc IH= BC (mesures des angles 
opposés par le sommet) et de l’arc DI = FC (arcs in- 
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terceptés entre parallèles) ; donc DB = BC -j- FC. Ajoutons 
la portion BF.nous aurons l’arc DF égal à BC-j-FC-j- BF; 
orFC-j-BF = BC : ainsi l’arc DF, compris entre les côtés 
de l'angle, est double de l’arc BC, mesure de cet angle. 

51 . Nous venons de passer en revue tous les cas dans 
lesquels il est possible de mesurer un angle immédiate- 
ment, en plaçant à son sommet un des points de la cir- 
conférence du cercle, et nous avons vu que, dans tous ces 
cas, c’est constamment la moitié de l'arc compris entre 
les côtés de l'angle proposé qui forme la mesure. Allons 
encore plus loin, et déduisons des principes précédents les 
moyens de mesurer immédiatement les angles, en suppo- 
sant leur sommet, non plus au centre ni sur la circonfé- 
rence, mais dans l’intérieur ou à l’extérieur du cercle. 

52 . Occupons-nous d’abord du moyen de mesurer un 
angle quand on place le cercle de manière que le sommet de 
cet angle soit dans son intérieur : tel est l’angle AED (fig. 10) . 
Prolongeons le côté ED jusqu’à la rencontre de la circon- 
férence, et par le point C menons la ligne CF parallèle 
au côté VE que nous supposons également prolongée jus- 
qu’à la circonférence. La mesure de l’angle proposé sera 
la moitié de l’arc FD ou la somme des moitiés de chacune 
de ses parties, c’est-à-dire la moitié de l’arc AD compris 
entre les côtés de l'angle AED, plus la moitié de l'arc C.B 
compris entre les prolongements de ces côtés, lequel est 
égal à l’arc FA en vertu du parallélisme des lignes FC et 
AB. On peut donc prendre immédiatement pour mesure de 
l’arc AED, la moitié de la somme de l’arc compris entre 
ses côtés et de l’arc compris entre ses côtés prolongés. 
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53 . Passons au moyen de mesurer l'angle dont le som- 
met est extérieur au cercle. 11 peut alors se présenter trois 
cas différents : 1° le cercle coupe à la fois les deux côtés ; 
2* il coupe un côté et touche l'autre; 3* il les touche tous 
deux. 

Premier cas . — La disposition est alors celle qu'indique 
la fig. 11. Menons par le point D une ligne DE parallèle 
à BC; la mesure de l’angle proposé sera la moitié de AE. 
Or AE est égal au plus grand des arcs compris entre 
les côtés de l'angle ABC, c'est-à-dire à AC, diminué de 
l’arc EC ou de l’arc DF qui lui est égal, à cause du paral- 
lélisme des lignes DE et BC ; par conséquent nous pouvons 
prendre immédiatement pour mesure de l’angle proposé 
la moitié d’un arc, différence des deux arcs compris entre 
ses côtés, ou autrement la moitié du plus grand de ces 
ares, moins la moitié du plus petit. 

Deuxième cas. — Disposition représentée par la fig. 12. 
Menons AD parallèle à BC, et faisons relativement aux 
arcs AD, DC et AF, le même raisonnement que nous ve- 
nons de faire relativement aux arcs AE, EC et DF; nous 
arriverons à la même conséquence, c’est-à-dire que nous 
conclurons encore que l’on peut prendre immédiatement 
pour mesure de l’angle proposé, la moitié de la différence 
des arcs compris entre ses côtés. 

Troisième cas. — Disposition indiquée dans la fig. 13. 
Menons par le point B le diamètre BD, la mesure de 
l’angle proposé sera égale à la somme des mesures des 
angles partiels ABD,DBC ; or la mesure du premier est 
égale à la moitié de AD, moins la moitié de AE; la me- 
sure du second est égale à la moitié de DC, moins la moi- 
tié de EC. La mesure de l’angle ABC sera donc la moitié 
de AD, plus la moitié de DC, ou la moitié de l’arc ADC, 
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moins la moitié de AE et moins la moitié de EC, c’est-à- 
dire, moins la moitié de l’arc AEC. L’angle formé par 
deux tangenta (c’est le nom qu’on donne aux lignes qui 
n’ont qu’un point commun avec la circonférence) a donc 
pour mesure la moitié de la différence des arcs compris 
entre les poiuts de contact. 

54. Récapitulons les divers moyens de mesurer les 
angles, que nous avons déduits du moyen primitif, qui 
consiste à placer un cercle sur un angle, de manière que 
le centre du cercle tombe sur le sommet de l’angle. 

1*. Ne peut-on placer au sommet le centre, mais seule- 
ment un des points de la circonférence, peu importe que 
les deux côtés de l’angle soient sécants à la fois ou que 
l’un des deux soit tangent, on prend pour mesure la moi- 
tié de l’arc compris entre ses côtés. 

2*. Ne peut-on placer au sommet ni le centre, ni l'un 
de3 points de la circonférence, mais seulement un des 
points de la surface du cercle , on suppose les côté3 de 
l’angle prolongés, et l’on prend pour mesure la moitié de 
la somme des deux arcs qu’ils interceptent sur la circon- 
férence. 

3°. Ne peut-on, enfin, placer au sommet ni le centre, ni 
l’un des points de la circonférence, ni même un point in- 
térieur du cercle, pourvu que l’on puisse disposer ce cer- 
cle de manière que les deux côtés de l’angle soient cou- 
pés, ou l’un sécant et l’autre tangent, ou tous deux tan- 
gents, on obtient encore immédiatement la mesure cher- 
chée en prenant la moitié de la différence des deux arc9 
interceptés sur la circonférence. 

55. Voilà sur la mesure des angles une digression as- 
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sez longue ; revenons maintenant au parallélogramme, et 
comparons entre elles les diverses inclinaisons qu'il nous 
présente. 

4°. L'inclinaison CBA étant la même que l’inclinaison 
DAE ( fig . 14), se trouve égale à l’inclinaison CDA, en 
vertu de l’égalité, constatée précédemment, des angles al- 
ternes-intemes ; l’inclinaison BCDest, par la même raison, 
égale à l’inclinaison BAD ; de sorte qu’un parallélogramme 
n’offre que deux inclinaisons différentes. 

2* La somme des mesures de ces deux inclinaisons offre 
un caractère remarquable, c’est qu’elle est toujours égale 
à la mesure de deux angles droits, c’est-à-dire à une demi- 
circonférence. Cette propriété se vérifie aisément ; si en 
effet, on a pris pour représenter les deux inclinaisons 
les angles CBA et DAB, on observera qu'à l'angle CBA 
on peut substituer l'angle DAE qui lui est égal ; or la 
somme des mesures des deux angles DAB et DAE, ou, si 
l’on veut, la mesure de la somme de ces angles, sera bien 
une demi-circonférence , puisque le centre du cercle se 
trouvant au point A de la ligne BE, cette ligne sera dia- 
métrale, c’est-à-dire coupera le cercle en deux parties 
égales. 11 suit de là que quand on connaîtra l’une des in- 
clinaisons d’un parallélogramme, il sera facile de trouver 
l’autre, puisque la mesure de cette dernière sera celle de 
deux angles droits, diminuée de la mesure de l’inclinai- 
son donnée. 11 suffit donc pour construire un parallélo- 
gramme de connaître deux longueurs et une inclinaison. 

11 est inutile, sans doute, de faire remarquer que les 
deux inclinaisons ayant ensemble la même mesure que 
deux angles droits, les quatre angles du parallélogramme 
auront ensemble la même mesure que quatre angles 
droits. 
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56 . Si nous traçons la diagonale AC, nous aurons di- 
visé la surface en deux triangles BAC et ACD, ayant 
chacun même base (BC ou AD) que le parallélogramme, 
et de plus même hauteur, la distance des deux parallèles 
BC et AD (on prend pour base d’un triangle l’un quelcon- 
que de ses côtés; sa hauteur est la distance à cette base, 
du sommet opposé). Ces deux nouvelles surfaces offrant 
égalité dans les longueurs de leurs limites partielles et 
dans les inclinaisons de ces limites ou côtés (AC est com- 
mun aux deux triangles, BC est égal à AD et leurs incli- 
naisons sur AC sont les mômes en vertu de l’égalité des 
angles alternes-internes) , ces deux surfaces, disons-nous, 
sont égales ; chacune d’elles par conséquent a pour me- 
sure la moitié de celle du parallélogramme, c’est-à-dire la 
moitié du produit de sa base par sa hauteur , ou, si l'on 
veut, la moitié de sa base multipliée par sa hauteur , ou 
encore, la moitié de sa hauteur multipliée par sa base. 
Voilà la mesure de la surface triangulaire, déduite de celle 
de la surface parallèlogrammique. 

57 . Le rapport des trois inclinaisons du triangle 
avec les deux inclinaisons du parallélogramme de même 
base et de même hauteur est fort remarquable : de part 
et d’autre la somme des mesures est la même. CBAetBAD, 
sont les deux inclinaisons du paralèllogramme : CB A, 
BAC et ACB, sont les trois inclinaisons du triangle ; or 
ACB a même mesure que CAD (angles alternes-internes) 
et la somme des mesures de BAC et CAD est égale à la 
mesure de BAD. Les trois angles d’un triangle ont donc, 
pris ensemble, la même mesure que deux angles droits ; 
il suit de là que si l’on connaît deux de ces angles, on 
obtiendra facilement la mesure du troisième : ce sera celle 


Digitized by Google 



ls*Ct M •> l'ilOHOH] IUVS. 


65 


de deux angles droits diminuée de la mesure de chacun 
de ceux que l’on connaît. 

58 . Dans le parallélogramme, il n’existe aucune liai- 
son entre les angles et les côtés, il n'en est pas ainsi 
dans le triangle : à peine un angle varie-t-il, que le côté 
opposé varie en même temps, croissant avec cet angle et 
diminuant avec lui. Veut-on s’assurer de cette liaison, 
que l'on regarde les côtés BC et BA comme les branches 
d’un compas et AC comme un fil tendu d'une pointe à 
l’autre; il n’est pas douteux que pour augmenter l’angle 
du compas, il ne faille donner au fil une plus grande lon- 
gueur. De cette dépendance mutuelle doit résulter l’inu- 
tilité de la connaissance explicite de toutes les parties 
du triangle que l’on veut reproduire , c’est-à-dire que 
probablement six données (trois angles et trois côtés) 
ne sont pas nécessaires pour la détermination complète 
d’une surface triangulaire. Voyons si cette conséquence 
va se justifier. Pour construire uu triangle , que faut- 
il ? Supposons d’abord que l’on donne les trois côtés 
AB, AC, BC; cela suffit-il? Oui. La considération que 
nous avons employée ci-dessus, qui consiste à regar- 
der deux des lignes données, par exemple, BC et BA, 
comme les branches d'un compas et la troisième AC 
comme la distance des deux points, montre que trois lon- 
gueurs ne peuvent convenir qu’à un seul triangle; il n’y 
a en effet qu’une seule ouverture de compas pour laquelle 
les points se trouvent à une distance donnée. 

En second lieu, si l’on remplace l’un des côtés, AC par 
exemple, par l’angle ABC qui lui est opposé, ou, si l’on 
veut, qui se trouve compris entre les deux autres côtés, 
les données seront encore suffisantes, c’est-à-dire qu'avec 
i. 5 
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elles il n’y aura qu’un triangle possible. Quelle différence, 
en effet, y a-t-il entre ce cas et le précédent ? C’est qu’au* 
lieu de la distance des pointes du compas on nous donne 
l’angle des branches; mais nous savons qu’à chaque ou- 
verture du compas correspond une distance fixe d’une 
pointe à l’autre. 

Nous observerons que si l’angle donné n’était pas op- 
posé au côté que l’on supprime, il n’en serait plus de 
même, les données pouvant alors convenir à plusieurs 
triangles; il est aisé de s’en assurer. Supposons qu’en 
donnant les côtés BA et BC, ce soit, non plus l’angle ABC 
qu’on leur adjoigne, mais l'angle BAC ( fig . 15). Réservons, 
pour représenter la distance des pointes de notre compas 
hypothétique, le côté BC opposé à l’angle donné; l’une 
des pointes est en B, l’autre doit être en un point de la 
ligne indéfinie AC, distant du point B d’une longueur CB. 
Eh bien ! il y a généralement deux points qui remplissent 
cette condition, l’un C est à droite, l’autre C’ est à gau- 
che du point unique D, extrémité de BP, distance mini- 
mum du point B à la ligne AC, ou, sil’on veut, perpendicu- 
laire abaissée du point B sur la ligne AC. Dans le cas par- 
ticulier ou BC seraitégalà ladislancem/mmum, lesdonnées 
ne conviendraient qu’à un seul triangle ; mais il faut obser- 
ver qu’ alors ce triangle offrirait un angle droit, c'est-à- 
dire serait rectangle , de sorte que chacun de ses trois 
angles serait implicitement connu, le premier, parce qu’il 
serait droit, le second parce qu’on le donnerait, et le 
troisième, parce que la somme des mesures des trois an- 
gles forme la mesure de deux angles droits; sa mesure 
s’obtiendrait en retranchant de la mesure d’un angle droit 
celle de l'angle donné. 11 n’est pas besoin, sans doute, 
de faire remarquer que si la distance BC était plus petite 
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que la distance minimum, il n’v aurait pas de triangle 
possible. 

En troisième lieu, remplaçons l’un des côtés restants, 
AB, par l'angle opposé AC.B, de sorte qu’il ne nous reste 
que le côté BC avec les deux angles qui lui sont adjacents, 
c’est-à-dire avec ses inclinaisons sur les deux autres côtés, 
et voyons si ces données permettent plus d’un triangle. 
Est-il deux lignes différentes qui, s’appuyant sur la 
ligne BC au point B, puissent former avec elle le môme 
angle ABC? Non. Il n’existe pas davantage deux lignes 
qui, s’appuyant au point C, puissent former un même 
angle ACB; les données ci-dessus ne permettent donc 
que la construction d’un triangle unique. 

On doit observer que la connaissance de deux angles 
d’un triangle entraînant celle du troisième, il n’est pas 
nécessaire que les deux angles donnés soient adjacents au 
côté restant. 

Enfin, remplaçons le côté qui reste par le troisième 
angle; nous n'avons plus alors que des inclinaisons; 
cela suffit-il? On reconnaîtra facilement qu’il est une 
infinité de triangles qui peuvent offrir les trois mêmes 
inclinaisons ; l’égalité d’inclinaison ne tient, en effet, 
qu’au parallélisme des lignes, et il est une infinité de 
triangles que l’on peut former avec des lignes parallèles. 

Récapitulons. 11 n’est qu'un seul triangle possible 
lorsque l’on donne, 1* les trois côtés ; 2° deux côtés et 
l’angle qu’ils comprennent; 3° un seul côté et deux an- 
gles; 4° on peut construire une infinité de triangles avec 
trois inclinaisons données. 

Nous concluons que, pour construire un triangle, il 
faut trois données, y compris un côté. Nous pourrions 
même nous dispenser d’ ajouter cette restriction, y com- 
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pris un côté , en faisant observer que donner les trois 
angles, c’est ne donner réellement que deux choses, 
puisque la connaissance du troisième angle est une con- 
séquence nécessaire de la connaissance des deux pre- 
miers. 

59 . Revenons à notre sujet. Nous avons trouvé pour 
expression de la mesure du triangle la moitié du pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 11 suit de là que tous les 
triangles qui auront même base et même hauteur seront 
équivalents, c’est-à-dire offriront égalité de surface. Cette 
conséquence avait également lieu pour les parallélo- 
grammes. 

60 . On appelle du nom générique de polygones , toutes 
les surfaces terminées par des lignes droites. Nous avons 
mesuré déjà le polygone à quatre côtés, quand ces côtés 
sont parallèles deux à deux ; passons aux deux autres cas 
que peuvent offrir les polygones à quatre côtés ou quadri- 
latères, c’est-à-dire, 1° le cas où deux côtés seulement 
sont parallèles (la figure porte alors le nom de trapèze) ; 
2° le cas où il n’existe aucun parallélisme. 

61 . Premier cas. Séparons le trapèze ABCD, que nous 
présente la fig. 16, par la diagonale BD, eu deux trian- 
gles; l'un a pour base DC, et l'autre AB; la hauteur 
de chacun est la'mêrae, c’est la distance des paral- 
lèles AB et DC : nous la représentons par h. La mesure 

du triangle ABD est ^ h . AB ; celle du triangle DBC 

est - h . DC : la mesure du trapèze sera la somme de ces 
mesures partielles. 
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i/i.AB-f i/..DC,=lA.(AB + DC.); 

ce que nous exprimons de la manière suivante : la mesure 
d’un trapèze est égale au produit de la moitié de la dis- 
tance des côtés parallèles par la somme de ces côtés. 

62 . Deuxième cas. Le quadrilatère ABCD (fig. 17), 
qui n’offre aucun parallélisme, se partage dans les deux 
triangles, ABC, BDC, que l’on mesurera séparément, en 
prenant pour base tels côtés que l’on voudra ; la somme 
des mesures de ces surfaces partielles sera la mesure de la 
surface totale. 

63 . Nous avons encore à mesurer toutes les surfaces 
circonscrites par une série de lignes droites dont le nombre 
dépasse quatre ; ces surfaces, comprises sous le nom gé- 
nérique de polygones, c'est-à-dire de figures à plusieurs 
angles, portent les dénominations particulières de penta- 
gones, hexagones, heptagones, octogones, etc. , suivant qu’elles 
présentent, cinq, six, sept, huit angles, etc. La décomposi- 
tion en triangles indiquée dans la fig. 18 permet, dans 
tous les cas, de les mesurer par parties comme nous ve- 
nons de le faire pour le quadrilatère ; il n’est rien ici qui 
doive nous arrêter. 

64 . Après avoir passé en revue toutes les surfaces à 
limites rectilignes, nous arrivons aux surfaces à limites 
courbes. La première qui se présente, parce qu’elle est la 
plus simple, c’est le cercle, dont la limite s’appelle circon- 
férence. Ne pouvons-nous déduire sa mesure de celles 
qui précèdent ? Il faudrait pour cela reconnaître en lui 
quelque analogie avec une des surfaces qui ont passé sous 
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nos yeux. Nous allons voir comment on a découvert, ou 
plutôt supposé une telle analogie. Les lignes droites sont 
les premières qui se soient présentées à nos mesures ; vint 
ensuite le besoin de leur comparer quelques longueurs 
courbes; or cette comparaison ne put se faire qu'en 
regardant ces longueurs courbes comme de3 séries d’élé- 
nients rectilignes inclinés les uns sur les autres, c’est-à- 
dire en considérant chaque courbe comme une ligne poly- 
gonale à côtés infiniment petits. Une fois cette hypothèse 
admise, il nous reste à chercher dans quelle classe par- 
ticulière de polygones il faudra ranger le cercle. Les carac- 
tères de cette classe sont faciles à trouver, et l’un d’eux, 
comme nous allons le voir, sera la possibilité d’une dé- 
composition particulière en triangles partiels, laquelle 
nous donnera pour la mesure une expression fort simple. 

Traçons dans l’intérieur d’un cercle (/?g. 10) une suite 
de lignes égales dont les extrémités se confondent deux à 
deux en s’appuyant sur la circonférence; autrement, tra- 
çons une série de cordes égales. Si la longueur commune 
se trouve choisie convenablement pour que la dernière 
corde vienne aboutir à l’origine de la première, nous ob- 
tiendrons dans l’intérieur du cercle une surface terminée 
par des lignes droites, c’est-à-dire un polygone, dont tous 
les sommets seront également distants du centre du cercle ; 
tous en effet sont des points de la circonférence. Le cercle 
est bien une figure du même genre que ce polygone; il 
n’en diffère que parce que ses éléments rectilignes sont 
plus petits et par suite en bien plus grand nombre ; mais si 
la mesure que nous allons trouver pour le polygone est 
indépendante du nombre et de la grandeur de ses côtés, 
c'est-à-dire si le procédé que nous emploierons pour le 
mesurer est également applicable, quels que soient le nom- 
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bre des côtés et leur grandeur, il est clair qu’il con- 
viendra à tous les polygones de la même classe, et par 
suite au cercle. Mesurons donc le polygone. En joignant le 
centre aux divers sommets, nous le décomposons en au- 
tant de triangles égaux BOA, AOU, etc. , qu’il oflïe de 
côtés; ces triangles, en effet, comparés deux à deux, 
offrent égalité dans leurs limites. Appelons H la hauteur 
de l’un d’eux (c’est le point O que nous prenons pour 
sommet commun), ce sera la hauteur de tous les autres; 
toutes les bases, ayant môme longueur, se peuvent repré- 
senter par le même signe C; chaque triangle partiel aura 

donc pour mesure* H . C, et puisqu’il y a huit côtés, la 

\ 

mesure totale sera - H . C . 8 . Nous pouvons réunir en un 

seul les deux facteurs C et 8 , 8G ; cette dernière expres- 
sion est celle de la somme des côtés que l’on appelle péri- 
mètre, et que l’on peut représenter par le signe uni- 
que P; l’expression de la mesure du polygone devient 

alors- 11 . P, c’est-à-dire qu’elle est égale au périmètre 

multiplié par la moitié de la distance du centre du cercle 
circonscrit, à l’un des côtés. Quand nous disons le péri- 
mètre, nous ne faisons mention ni du nombre ni de la 
longueur des côtés ; le procédé que nous employons est 
donc indépendant de ce nombre et de cette longueur : il 
doit par conséquent nous conduire à la mesure du cercle, 
qui sera le produit de son périmètre, ou de la circonfé- 
rence, par la moitié de la distance du centre à l’un des 
éléments rectilignes, c’est-à-dire par la moitié du rayon. 
Représentons, pour abréger, la circonférence par G, le 
rayon par R, nous aurons pour expression de la mesure 
d’un cercle, ÿ R. C. 
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Nous devons observer qu’il serait fort difficile, ou du 
moins fort long, de mesurer la circonférence de chaque 
cercle; aussi n’est-ce pas l’expression que nous venons de 
trouver que l’on emploie : la liaison qui existe entre les 
deux éléments de cette mesure (le rayon ne saurait va- 
rier sans que la circonférence varie dans le môme rap- 
port), liaison qui n’existe pas dans les mesures précé- 
dentes, a permis d’évaluer la circonférence en fonction du 
rayon, c’est-à-dire de lui substituer un multiple du rayon. 
Nous verrons plus loin comment s'est faite cette substitu- 
tion, et quelle est la forme secondaire que l’on a donnée à 
l’expression de la mesure du cercle, forme qui est seule 
usitée. 

65. La portion de cercle comprise entre un arc de la 
circonférence, GFE par exemple, et les rayons GO et EO, 
s’appelle secteur circulaire. Quelle sera dans ce cas la 
somme des bases de nos triangles partiels hypothétiques? 
Ce sera l’arc ; si nous le représentons par a, la mesure 

\ 

du secteur sera ^R.a. 

66 . La surface comprise entre l’arcGFE et la corde GE 
qui le sous-tend s'appelle segment circulaire; sa mesure se 
déduit de celle du secteur par le retranchement de la sur- 
face du triangle GOE. 

Si la corde est un diamètre, le segment est en même 
temps secteur. 

Si le segment est plus grand qu’un demi-cercle, si, par 
exemple, on demande la surface comprise entre la corde 
GE et l’arc EDGBAHG, il faudra, à la mesure du secteur 
correspondant à cet arc. ajouter celle du triangle OGE. 
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67 . Revenons un instant sur cette classe de polygones 
qui présentent un centre et que l’on appelle polygones 
réguliers. Quand nous avons parlé de la manière de les 
partager en triangles, nous avons supposé le centre 
connu; il reste maintenant à exposer le moyen que l'on 
emploie pour déterminer ce centre quand il n’est pas 
donné, et aussi les divers caractères auxquels on re- 
connaît la régularité d’un polygone en l'absence du cercle 
circonscrit. 

Commençons parla recherche des propriétés qui carac- 
térisent les polygones réguliers. Nous en connaissons 
déjà une, la propriété d’avoir les côtés égaux, mais ce 
n’est pas la seule, il faut voir à quelle loi sont sou- 
mises les diverses inclinaisons de ces côtés. Eh bien ! ces 
inclinaisons sont toutes égales : toutes, en effet, sont des 
angles inscriis formés par des cordes égales ; or des cordes 
égales, par exemple AHet HG (ftg. 19), sous-tendent des 
arcs égaux, puisque si l’on trace des rayons OA,OH,OG, 
aboutissants à leurs extrémités, on obtient deux trian- 
gles OAH,OHG (égaux par suite de l’égalité de leurs trois 
côtés), qui démontrent l’égalité des deux angles au centre 
AOH,HOG, auxquels les arcs en question servent de me- 
sures ; de l’égalité de ces arcs nous déduisons l’égalité des 
segments dans lesquels sont inscrits les divers angles du 
polygone, et par suite l’égalité des mesures de tous ces 
angles. Les deux caractères qui distinguent les polygones 
réguliers de tous les autres sont donc l’égalité de tous les 
côtés et celle de tous les angles. 

Gomment trouverons- nous le centre d'un polygone ré- 
gulier? Si ce point était connu, on pourrait, comme 
nous l’avons vu, décomposer la figure en triangles aux- 
quels il servirait de sommet commun, et dont les hau- 
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leurs seraient les perpendiculaires abaissées de ce som- 
met sur les divers côtés du polygone. Eli bien! remar- 
quons que ces perpendiculaires partageraient par moitié 
chacun de ces côtés; en effet, les lignes qui, des ex- 
trémités de l'un quelconque d'entre eux, se rendraient 
au centre, seraient égales ; il n’y aurait donc pas de rai- 
son pour que le pied de la perpendiculaire qui rencon- 
trerait ce côté, se rapprochât de l’extrémité inférieure de 
l’une plus que de celle de l’autre (ces perpendiculaires 
d'ailleurs partageraient chaque triangle en deux autres 
triangles égaux puisqu’ils auraient deux côtés égaux 
et un angle égal). Mais si la perpendiculaire abaissée 
du centre sur un côté partage ce côté par moitié, il suit 
bien clairement que la perpendiculaire élevée sur le mi- 
lieu d’un côté passera par le centre; la perpendiculaire 
élevée sur le milieu d’un second côté doit rencontrer le 
centre de même que la première; il est aisé de conclure 
de là que le centre sera le point de rencontre de ces deux 
lignes. 11 suffit donc pour trouver le centre d’un cercle d’é- 
lever des perpendiculaires sur le milieu de deux cordes, 
et pour avoir deux cordes, il suflil de connaître trois 
points de ce cercle. Nous avons ainsi le moyen de faire 
passer un cercle par trois points donnés, pourvu toutefois 
qu’ils ne soient pas sur une même ligne droite, cas auquel 
les perpendiculaires dont la rencontre doit déterminer le 
centre seraient parallèles. 

68. Nous venons de parler de perpendiculaires élevées 
ou abaissées ; voici comment se tracent ces lignes : S’agit- 
il d'élever une perpendiculaire au point A de la ligne DE 
(fig. 20), nous prenons à droite et à gauche de A des lon- 
gueurs égales, AC, AB, et des points G et B, pris pour 
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centres, nous traçons avec une même ouverture de com- 
pas des arcs qui se coupent en un point que nous dési- 
gnerons par F ; la ligne qui joint le point F au point A est 
la perpendiculaire demandée, attendu que les deux angles 
FAB, FAC, étant égaux, sont des angles droits. I.’égalité 
de ces angles se conclut de celle des triangles AFB, AFC 
qui ont les trois côtés égaux chacun à chacun. 

Veut-on, eu second lieu, abaisser une perpendiculaire 
du point A sur la ligne DE (fig. 21); il faut de ce point, 
considéré comme centre, tracer un arc BCC qui coupe la 
ligne DE aux points B et C, lesquels servent de centres 
pour tracer, avec une même ouverture de compas, deux 
nouveaux arcs qui se rencontrent en F. La ligne qui joint 
les points A et F est la perpendiculaire cherchée. Cette 
propriété tient à ce que la perpendiculaire élevée sur le 
milieu de BC, dans le cas où nous le supposerions connu, 
irait rencontrer, d’une part, le point A, centre du cercle 
dont BC est une corde, et de l'autre, le poiqt F qui satis- 
fait aux mêmes conditions que le point de même nom de 
la ligure 20. 

Enlin, propose-t-on d’élever la perpendiculaire sur le 
milieu de la ligne donnée AB (fig. 22); des deux extré- 
mités A et B, regardées comme centres, avec une même 
ouverture de compas, nous décrivons deux grands arcs 
qui se rencontrent au-dessus de AB au point C, et au- 
. dessous de AB au point 1). Ces deux points d’intersection 
doivent se trouver sur la perpendiculaire qui partage AB 
en deux parties égales, car ils se trouvent relativement au 
point milieu de AB dans les mêmes circonstances que se 
trouverait le point F de la ligure 20 relativement au point 
A, c’est-à-dire que la perpendiculaire élevée sur ce point 
milieu, s'il était connu, contiendrait nécessairement le 
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point C et le point D; d'où nous concluons que la ligne qui 
joint ces deux points passe par le point milieu. C’est de ce 
procédé que l'on fait usage quand on a besoin de partager 
une ligne en deux parties égales. 

69 . Récapitulons. Nous avons mesuré sur la même 
échelle toutes les surfaces rectilignes comprises sous le 
nom générique de polygones. Nous avons vu qu'un trian- 
gle quelconque a pour mesure la moitié du produit dont 
les deux facteurs sont le nombre qui représente la hau- 
teur et celui qui représente la base , c’est-à-dire que cette 
figure renferme autant d'unités de surface qu’il y a d’u- 
nités abstraites dans la moitié de ce produit. Les géomè- 
tres se servent, pour abréger, d’une locution qui, après 
les explications que nous venons de donner, ne peut plus 
arrêter personne : une surface, disent-ils, est le résultat 
de la multiplication de deux longueurs, ou bien, est égale 
au produit de deux lignes. Ces expressions prises à la 
lettre n’offriraient assurément aucun sens. 11 a été établi, 
en second lieu, qu'un polygone de quatre côtés parallèles 
deux à deux, ou un parallélogramme quelconque, a pour 
mesure le produit de sa base par sa hauteur. En troi- 
sième lieu, on a reconnu qu’un polygone irrégulier, c’est- 
à-dire, qui ne présente pas à la fois égalité des angles 
et des côtés, se mesure facilement après son partage en 
triangles. Enfin il a été dit que le partage se fait d’une . 
manière particulière quand ce polygone est régulier, ce 
qui a conduit à la mesure du cercle et de ses diverses 
portions. 

70 . Les proportions qui ont servi d’instrument pour 
comparer les surfaces vont servir maintenant à compa- 
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rer les capacités. Un exemple, mieux qu’une définition 
péniblement travaillée, expliquera ce que l'on doit en- 
tendre par ce dernier mot. Un vase contient 18 litres de 
liquide; si nous supposons que le contenu de tous les 
vases possibles se compare au litre pris pour unité, ou, si 
l’on veut, s’évalue en litres, le nombre abstrait 18 s’ap- 
pellera la capacité de ce vase. Le mot capacité ne s’emploie 
dans l’usage ordinaire qu'en parlant d’un lieu ou espace 
renfermé entre des parois solides ; nous allons lui donner 
une signification plus étendue, en faisant une hypothèse 
qui, ne changeant rien aux espaces occupés par les divers 
corps, pourra très-bien s’admettre, tant qu'on ne raison- 
nera que sur ces espaces. Représentons-nous dans chaque 
corps la forme comme un vase imaginaire et saus épais- 
seur, dont les parois soient impénétrables, c'est-à-dire, 
imaginons-nous que la vertu par laquelle un corps s’op- 
pose à l'envahissement de la place qu’il occupe réside 
tout entière à sa surface, de sorte que nous puissions 
faire de cette vertu une enveloppe fictive qui aurait quel- 
que réalité et maintiendrait les choses dans l’état où elles 
se trouvent; les raisonnements qui ne porteront que sur 
l’espace occupé, seront évidemment dans cette hypo- 
thèse les mêmes que dans l’état vrai, puisque \'<ffct, qui 
est l'occupation de cet espace, est le même, quelque cause 
qu’on lui attribue. Dans les sciences physiques, les hy- 
pothèses du genre de celle que nous faisons , sont de 
grand secours ; l’art de l’analyste consiste à choisir, parmi 
toutes lescauses possibles de l’ effet dont il s’occupe, pour 
la substituer à la cause véritable quelle quelle soit , la 
plus convenable, souvent même la seule convenable. 11 
faut observer que, dans toutes ces suppositions, l'imagina- 
tion va plus loin qu’on ne lui commande d’aller, ou plutôt. 
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disons qu'interrogée par l’esprit qui a constamment be- 
soin de ses tableaux, faute de pouvoir lui offrir l’objet de 
ses raisonnements, lequel ne rentre pas dans son domaine, 
elle lui présente l’objet matériel qui a donné naissance à 
l’abstraction qu’il a faite. L’esprit raisonne-t-il sur une 
limite, il demande & l’imagination le corps limité; s’oc- 
cupe-t-il de la forme, l’imagination place devant lui le 
corps qui en est revêtu ; suppose-t-il à cette forme une 
existence isolée, l'imagination lui peint une enveloppe 
analogue, composée de feuilles matérielles qu’elle amincit 
autant qu’il soit en son pouvoir. Mais ces considérations 
sur les rapports qui existent entre l’esprit et l’imagination 
nous entraînent hors de notre sujet ; revenons-y. Il suit 
de ce qui précède que nous pouvons regarder tous les 
corps possibles (solides, liquides, gazeux) comme occu- 
pant leur place dans l’espace en vertu d’une enveloppe 
particulière impénétrable, ou, si l’on veut, que nous pou- 
vons considérer l’espace comme divisé en cellules de 
toutes formes et de toutes grandeurs par des cloisons 
fictives, lesquelles maintiennent les divers assemblages 
de matière ou les corps dans leurs positions relatives; 
chaque cellule, dans le langage ordinaire, devient la forme 
d’un corps. A cette décomposition de l’espace en cellules 
irrégulières dont les parois peuvent offrir toutes les coui: T 
bures possibles, nous joindrons, comme moyen de com- 
paraison, une décomposition nouvelle en cellules, toutes 
égales, dont la capacité sera représentée par l’unité; 
chacune des cellules primitives aura dès lors pour mesure 
l’emblème qui représentera le nombre de cellules secon- 
daires (unités de capacité) qu’elle renfermera. Plusieurs 
de ces mesures particulières vont être données par les 
proportions. 
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71. Les surfaces les plus simples sont les surfaces 
planes; la forme la plus simple est celle d’un dé à jouer; 
elle présente, en elfet, six faces carrées, toutes égales, 
toutes perpendiculaires les unes sur les autres, c'est-à- 
dire qu’elle n’ofTre que des répétitions d’une même sur- 
face et d’une môme inclinaison, toutes deux les plus 
simples, comme nous l’avons vu, de toutes les surfaces et 
de toutes les inclinaisons. Cette forme s’appelle cubique; 
le corps qui en est revêtu porte le nom de cube, et rentre 
dans la classe des polyèdres; cette dernière dénomination 
annonce la réunion de plusieurs limites planes, lesquelles 
se désignent plus brièvement par le nom de plans. 

Pour unité de capacité, ou de volume, nous choisirons 
le cube dont chaque face est l’unité superficielle. Voici 
de quelle manière on peut envisager la formation de cette 
cellule cubique destinée à servir de terme de compa- 
raison. 

72. Imaginons le plan ABFE {fig. 23) carré, reposant 
par le côté FE sur une table plane, à laquelle il soit per- 
pendiculaire, c’est-à-dire vers laquelle il ne penche pas 
plus à droite qu’à gauche, et entouré d’un liquide, qui lui 
permette de se mouvoir, sans cependant pouvoir envahir 
lui-même l'espace compris entre les nouvelles positions 
que prendra ce plan, et sa position primitive; supposons, 
en second lieu, que ce plan se mette en mouvement avec 
une vitesse égale dans tous ses points, de sorte que la 
marche de l’un d’eux ne puisse nullement influer sur celle 
d’un autre, et que tous s’avancent comme s’ils étaient 
isolés; supposons, de plus, que les points E et F s’éloi- 
gnent de leur position première, en traçant des lignes EH 
et FO perpendiculaires à la ligne EF; enfin, arrêtons-nous 
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quand FG sera égal à EF. Observons maintenant que si la 
cavité produite a réellement la forme cubique : 1° la face 
EFGH est un carré égal au carré donné, puisque ses qua- 
tre côtés sont égaux à EF, et que les angles HEF, EFG 
sont droits; 2' la ligne AB a dû se conduire, relativement 
à sa première position, absolument de même queFE à 
l'égard de la sienne : l’espace renfermé entre les lignes 
AB et DC est donc un carré égal à EFGH; 3° il n’existe 
pas de raison pour que, dans sa marche progressive, 
notre plan se soit incliné sur la table, soit en avant, soit 
en arrière; les lignes AEet BF restent donc, pendant leur 
mouvement, perpendiculaires à la table, et, par suite, 
aux lignes que tracent leurs pieds sur cette table ; les deux 
faces BFGC et AEHD sont donc encore des carrés égaux au 
carré donné. Quant à l’égalité de toutes les inclinaisons, il 
est aisé de la déduire de l’égalité des faces ; les faces ABFE 
et DCGH étant deux positions successives d’un même 
plan, qui marche avec une vitesse égale dans tous ses 
points, sont également inclinées à droite sur la face in- 
férieure, et comme ces inclinaisons de droite sont des 
angles droits, celles de gauche leur seront égales. Le même 
raisonnement s'applique à toutes les couples de faces op- 
posées, puisqu’elles sont des répétitions les unes des au- 
tres. Nous pouvons donc conclure que toutes les inclinai- 
sons sont des angles droits; par conséquent, le vide que 
nous supposons formé dans l’intérieur du liquide a une 
forme cubique, et si le plan générateur ABFE, qui, par 
son mouvement, a pratiqué cette cavité, est l’unité de sur- 
face, la capacité de cette cavité est l’unité de capacité. 

73 . Avant d'entamer la comparaison des capacités di- 
verses avec l'unité de capacité, nous devons expliquer 


Digitized by Google 



tfcAGl. UES PROPORTIONS. 


81 


quelques locutions, qui sont d'uu usage très-fréquent. 

L’inclinaison d'un plan sur un autre s'appelle angle 
dièdre, c’est-à-dire formé par deux faces ; la limite com- 
mune à ces deux plans se nomme arête. 

La rencontre de trois arêtes, ou, si l’on veut, le con- 
cours de trois angles plans (un angle plan n’est autre 
chose que l’inclinaison d’une ligne sur une autre), forme 
une saillie appelée, pour abréger, angle solide, dénomi- 
nation qui, prise au pied de la lettre, n’a pas de sens, car 
un angle est une inclinaison, et qu’est-ce qu’une inclinai- 
son solide? Il ne faut voir dans toutes ces expressions, 
comme nous l’avons déjà dit, que le sens qu’y attache 
celui qui les emploie. 

Pour comparer les divers angles dièdres, nous aurons 
recours aux inclinaisons des lignes que nous savons déjà 
comparer. En traçant sur chaque plan, à partir du même 
point de l'arête, une ligne offrant relativement à celte arête 
une inclinaison fixe, il ne restera plus qu'à comparer les 
angles auxiliaires formés par ces lignes. 11 est bien en- 
tendu que l’inclinaison fixe dont nous venons de parler 
doit avoir lieu constamment d'un même côté de l’arête, 
toujours à la droite du- point qui la partage, ou toujours à 
sa gauche; d'ailleurs, cette inclinaison étant arbitraire, 
on a dù choisir la plus simple de toutes, c’est-à-dire l’an- 
gle droit, et dans ce choix on a trouvé l'avantage de n’a- 
voir point à s’occuper du côté de l’arête vers lequel il 
faut incliner la ligne tracée sur chaque plan. Les angles 
dièdres se mesurent dès lors au moyen de l’angle de deux 
lignes tracées perpendiculairement en un même point de 
l'arête, dans chacun des deux plans. 

La distance de deux plans parallèles s'obtient en cou- 
pant ces plans par un plan perpendiculaire à chacun 
l. e 
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d’eux, puis menant une perpendiculaire d’un point de 
l’une des intersections sur l’autre. Nous ne nous arrête- 
rons pas à montrer que ce plan perpendiculaire est la plus 
étroite des surfaces que l’on puisse comprendre entre les 
deux plans donnés, et que, par suite, la distance minimum 
des deux intersections est aussi la distance minimum des 
plans; il suffit que les distances soient comparables, et 
elles le seront si l’on emploie constamment pour les obte- 
nir le même procédé. 

74 . Revenons à notre sujet. Si nous permettons au 
plan DCGH (fig. 23) de continuer à se mouvoir, quand 
il aura tracé à la suite de FG une nouvelle ligne de même 
longueur, il aura laissé derrière lui deux cellules cubi- 
ques égales ; quand il aura parcouru une distance triple 
de FG, il aura produit un vide de trois cellules, et ainsi 
de suite. On voit donc qu’il y a variation proportionnelle 
entre la distance parcourue par le plan mobile, ou, si l’on 
veut, la longueur de l'arête FG, et le nombre des cellules 
cubiques; si, par conséquent, nous représentons par a la 
longueur de FG , ce symbole désignera en même temps la 
rapacité de la grande cellule figurée sous le n° 24. Laissons 
maintenant le plan GGHD stationnaire, et rendons mobile 
le plan BFGG; quand il aura parcouru une nouvelle dis- 
tance égale à GH ou à l’unité de longueur, c’est-à-dire 
quand il sera à la distance 2 du plan qui lui est opposé, 
la capacité de la figure sera 2a ; quand il sera à la dis- 
tance 3, elle sera 3u, etc. ; à la distance b elle sera b. a, 
c’est-à-dire que le nombre des cellules (fig. 25) sera égal 
au nombre des unités de surface de la base. Enfin, trans- 
portons la mobilité au plan supérieur; quand il aura par- 
couru une distance double de Hll. la capacité sera deve- 
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nue double, c’est-à-dire qu’elle sera représentée par 1b. a; 
quand il aura laissé entre lui et le plan opposé une dis- 
tance triple, la capacité sera triple ou Z b. a, etc.; enfin, à 
la distance c, la capacité sera b . a . c. La capacité, ou le vo- 
lume, ou la solidité (on emploie ces trois mots indifférem- 
ment) d' un parallélipipèdc rectanyle , (c’est le nom que l’on 
donne à la fig. 2(J, composée de six plans rectangulaires 
égaux deux à deux et tous perpendiculaires les uns sur 
les autres) sera donc représentée par le produit des nom- 
bres qui désignent les longueurs de ses arêtes, ou , plus 
brièvement, par le produit de ses trois dimensions, lar- 
geur (FG), profondeur (FE), hauteur (FB), ou encore sera 
le produit de la base (EFGH) par la hauteur (FB). Le 
cube, dont les trois dimensions sont égales, sera représenté 
par la troisième puissance du nombre qui désignera la lon- 
gueur commune de ses arêtes : si cette longueur est a, la me- 
sure du cube sera a. a. a oua s . 11 faut bien observer qu'une 
arête ne peut porter le nom de dimension que lorsqu’elle 
est la distance minimum entre les deux plans parallèles. 

75 . En cherchant la mesure du rectangle, nous 
sommes arrivé à une expression qui n’offre rien de rela- 
tif aux inclinaisons, c’est le produit de la base par la 
hauteur; la comparaison de toutes les autres surfaces 
avec le rectangle a montré qu’en y considérant les mêmes 
variables, base et hauteur, les incliuaisous restent com- 
plètement étrangères à leur mesure. Entré maintenant 
dans la recherche des solidités, nous trouverons, par celle 
qui dans leur série correspond au rectangle, uue me- 
sure analogue à celle de celte surface, c’est-à-dire le pro- 
duit de la base par la hauteur, mesure de laquelle les in- 
clinaisons se trouvent encore exclues. Nous pouvons donc. 
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par analogie, conclure qu’en regardant, autant que cela 
sera possible, la base et la hauteur comme variables dans 
les solides, leurs mesures, de quelque forme qu’elles 
soient, n’offriront que ces deux variables, et que les in- 
clinaisons y demeureront entièrement étrangères. Une se- 
conde conclusion que nous tirerons de là, c’est que tous 
les solides de môme nature qui présenteront équivalence 
de base et égalité de hauteur, auront même mesure, 
c’est-à-dire, renfermeront le même nombre d’unités de 
volume ; ces solides s’appellent alors équivalents. Les re- 
marques précédentes permettent de déduire de la mesure 
du parallélipipède celle des autres solides. 

76 . Pourquoi le parallélipipède a-t-il pour mesure le 
■produit de sa base par sa hauteur? C’est qu’il résulte 
du mouvement du parallélogramme marchant avec une 
égale vitesse dans tous ses points. Cette propriété appar- 
tiendrait-elle exclusivement au parallélogramme? Non; 
il est aisé de voir qu'elle ne tient qu’à l’étendue du plan 
mobile, ou, si l'on veut, au nombre d’unités de surface 
qu’il présente, et nullement à sa forme. Toute surface qui 
se mouvra de la même manière produira donc un solide 
dont la mesure sera le produit de cette surface par l'es- 
pace minimum qui se trouvera entre sa première position 
et sa position finale. Est-ce un triangle qui se meuve, il 
engendre un solide que l’on nomme prisme triangulaire 
( fig . 28) , dont toutes les faces latérales sont des parallé- 
logrammes, de môme que les surfaces latérales du solide 
produit par la marche d’un rectangle ou d’un parallélo- 
gramme. Il en est de même pour les parois d’un solide en- 
gendré par quelque polygone que ce soit ; ce solide , au 
nom générique de prisme, joint alors une qualification re- 
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lative h l'espèce du polygone qui le produit. La marche 
d’un cercle donne naissance au cylindre circulaire (ftg. 29 

77 . Décomposons le prisme de la ftg. 28; un plan sé- 
cant passant par l’arête DF et le sommet B, isolera de ce 
prisme un solide terminé par quatre faces triangulaires 
et portant le nom (le pyramide triangulaire ; un autre plan 
passant par la diagonale DC et le même sommet B, par- 
tagera la partie restante en deux nouvelles pyramides 
triangulaires. Ces trois pyramides, dont la réunion forme le 
prisme entier et que nous désignerons chacune par les 
lettres qui se trouvent à ses quatre sommets, ont, comme 
nous allons le voir, même base et même hauteur. (Nous 
nommerons en premier lieu celle des lettres qui n'appar- 
tient pas à la base.) La pyramide BDEF, la première que 
nous ayons enlevée, a pour base DEF, et pour hauteur 
la distance minimum des faces parallèles et égales ABC, 
DEF. (On prend pour base d'une pyramide telle face que 
l’on veut, mais alors la hauteur est la distance minimum à 
cette face de celui des quatre sommets qui lui est étran- 
ger. ) Secondement, la pyramide DBCA a pour base ABC, 
triangle égal à DEF, comme nous venons de l’observer, 
et ensuite pour hauteur cette même distance minimum 
dont nous venons de parler. Considérons ensuite celte 
seconde pyramide sous un nouvel aspect en regardant ADC 
comme sa base et par suite B comme son sommet, et com- 
parons avec elle la troisième pyramide dont nous place- 
rons le sommet au même point B, ce qui donne la qualité 
de base à la face CDF. Nous apercevons d’abord égalité dans 
les deux bases : ce sont en effet les deux moitiés du pa- 
rallélogramme ADFC; quant à l’égalité des hauteurs, elle 
est bien évidente, puisque les sommets des deux pyramides 
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sont au même point B. Nous concluons de là que la troi- 
sième pyramide a même mesure que la seconde, qui a déjà 
même mesure que la première; chacune d'elles a donc 
pour solidité le tiers de celle du prisme. Si nous obser- 
vons maintenant que la première pyramide a même base 
(DEF) et même hauteur que le prisme, et que la mesure 
du prisme est égale à sa base b multipliée par sa hauteur h, 
nous arriverons à cette conclusion finale que la mesure 
d’une pyramide triangulaire est égale au tiers du produit 

1 

de sa base par sa hauteur, soit - b. h. 

à 

78. Aa ons-nous, au lieu d’un triangle, un polygone 
pour base de la pyramide (/?;/. 30), nous pouvons la 
supposer décomposée en autant de pyramides triangu- 
laires que l’on peut former de triangles partiels dans la 
base. Toutes ces pyramides, ayant le point S pour som- 
met commun, auront même hauteur h; la mesure de cha- 

cuite sera - h multiplié par sa base : la somme des me- 

ô 

sures ou la mesure de la pyramide proposée sera, par 
conséquent | h multiplié par la somme des bases ou par 

u 

la base polygonale. La mesure d’une pyramide quel- 
conque est donc, de même que celle de la pyramide trian- 
gulaire ^ A. b. 

79. Le nombre des côtés de la base n’influant pas sur 
la forme de la mesure d’une pyramide, il suit que cette 
forme restera encore la même quand la base deviendra un 
cercle ou polygone d'une infinité de côtés; la figure 
prend alors le nom de cône. Le cône a donc pour mesure 
le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 
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80 . La décomposition en pyramides rendra facile la 
mesure de tous les polyèdres, c’est-à-dire de tous les so- 
lides à faces planes. 

La sphère peut être considérée comme un polyèdre à 
petites facettes, toutes éloignées du centre d’une distance 
égale au rayon; on peut concevoir dès lors la sphère com- 
posée d’une infinité de pyramides auxquelles le centre 
sert de sommet commun, et qui ont ses facettes pour 
bases. La mesure d’une de ces pyramides ne s’obtien- 
drait pas facilement, vu la petitesse de sa base; mais la 
somme de leurs mesures se forme très-simplement : ce 
n’est autre chose que la somme des bases (la surface totale 
de la sphère) multipliée par le tiers de la hauteur com- 
mune (le rayon de la sphère). La solidité de la sphère 
est donc le produit de sa surface par le tiers de son 

rayon -S.r, 

Plus tard, nous reviendrons sur les mesures diverses que 
nous venons de passer en revue; nous déterminerons alors 
l’expression de la surface sphérique que nous représente- 
rons provisoirement par S. Passons à d’autres applications. 

SUITE DES APPLICATIONS DES PROPORTIONS. 

81 . Nous allons nous occuper maintenant du moyen 
de rendre sensibles aux yeux, en les figurant par des 
lignes, les solutions des questions algébriques qui présen- 
tent des proportionnalités. 

Dans la génération du rectangle, nous avons observé 
que les diverses positions de l’arête antérieure d’une règle, 
que l’on fait marcher avec une égale vitesse dans tous ses 
points, sont des lignes parallèles, c’est-à-dire également 
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distantes dans toute leur étendue, et, de plus, offrant 
égalité d’inclinaison sur toute ligne qui les coupe. Si donc 
la règle s’avance sur les deux lignes AB, AC, divergeant 
du point A (pg. 31), les trois angles des divers trian- 
gles ADE, AFG, etc., déterminés par chacune de ses sta- 
tions, resteront constamment les mômes. Ces triangles, 
qui nous offrent égalité dans toutes leurs inclinaison^, 
portent le noin de triangles semblables ; leurs côtés jouis- 
sent d’une propriété fort remarquable. En partant du 
sommet de l’angle donné, la règle, qui marche avec une 
vitesse uniforme, parcourra, dans le premier instant, sur la 
ligne AB, un chemin d’une certaine longueur, que nous re- 
présentons para; pendant le deuxième instant, elle par- 
courra de nouveau le môme chemin ; ce sera encore une 
longueur a quelle parcourra pendant le troisième, et ainsi 
de suite : il n’est pas de raison pour qu’il en soit autre- 
ment. Môme chose aura lieu à l'égard de la ligne AC ; la 
seule différence consistera dans la longueur du chemin 
parcouru pendant un instant; ce chemin ne sera plus en 
général égal à a, représentous-le par b. Avons-nous tracé 
la ligne DE à la fin du septième instant, la longueur AD sera 
représentée par 7. a, la longueur AE par 7 . b; la ligne FG 
est-elle la position de l’arête antérieure de notre règle au 
bout de douze instants, le côté AFaurapourlongueurl‘2<i, 
et le côté AG vaudra 12 b. Le rapport des deux longueurs 


parcourues sur la ligne AB sera ou simplement le 
rapportdes chemins parcourus sur la ligne AC sera ou 

7 

simplement — , c'est-à-dire sera égal au précédent. Enfin 


nous pouvons ajouter que les deux lignes DE et FG, dont 
nous n’avons pas encore parlé, présentent une troisième 
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fois ce même rapport. A quoi tient, en effet, l'identité des 
deux premiers? au parallélisme des lignes I)E et FG. Eh 
bien! transportons le triangle ADE dans la position indi- 
quée par la fig. 32, c’est-à-dire, plaçons-le de manière que 
son angle AED recouvre l'angle égal AGF ; la ligne AD, 
en prenant la position A D, sera devenue parallèle à la 
ligne AF sur laquelle elle était couchée d’abord, attendu 
que l’angle EAD, en prenant la position GA D, n’a pas 
cessé d’être égal à l’angle G IF; ce côté A D se trouve, 
par conséquent, à l’égard du côté AF, dans les mêmes 
circonstances que se trouvait précédemment le côté DE à 
l’égard du côté FG; ce qui nous conduit à conclure 
que DG (précédemment DE) est avec FG dans le même 
rapport que A G (précédemment AE) avec AG, c’est-à- 
dire dans le rapport de 7 à 12. Nous pouvons maintenant 
tirer cette conclusion générale, que dans les triangles 
semblables il y a toujours proportionnalité entre les côtés 
homologues , c’est-à-dire entre les côtés opposés aux angles 
égaux. 

11 est inutile sans doute d’ajouter qu’en prenant pour 
bases des côtés homologues, les hauteurs de deux triangles 
semblables sont dans le même rapport que ces bases, et 
par suite dans le même rapport que les autres couples de 
côtés homologues ; il suffira, pour le voir, de mener du 
point A (fig. 31) une ligne AI perpendiculaire à la fois 
sur les côtés DE et FG ; cette ligne, dont les parties AH 
et AI sont les hauteurs des triangles, se trouve évidem- 
ment dans le même cas que les lignes AB et AC. 

82 . Cette propriété, que nous venons de reconnaître 
aux triangles semblables, nous permettra d’arriver sans 
calcul, et par de simples combinaisons de lignes, à la 
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résolution des problèmes qui n’ offriront que des quan- 
tités à variations proportionnelles. Dans toute question, 
de quoi s’agit-il ? De trouver une mesure, et toute me- 
sure est un rapport numérique indépendant de la nature 
des quantités mesurées. Trois rapports numériques 
sont-ils donnés, le quatrième qui complète la proportion 
se trouve entièrement déterminé; il est toujours le même, 
quelle que soit la nature des objets dont il s’agisse, et 
cette nature n' apparaît que pour donner un nom à ses 
unités abstraites. On sent dès lors qu'une pareille indé- 
pendance nous permet de le chercher au moyen de quan- 
tités de telle nature que nous jugerons à propos. Eh bien ! 
la proportionnalité entre les côtés des triangles sem- 
blables, donne le moyen de trouver une longueur en 
proportion avec trois autres, dont les rapports numéri- 
ques peuvent être choisis à volonté (si, en effet, les trois 
longueurs AD, AF, AE sont disposées comme les pré- 
sente la fuj. 31, on voit qu'il sullit, pour obtenir la lon- 
gueur AG, quatrième terme de la proportion, de joindre 
par une ligne le point D au point E, et de mener par le 
point F la ligne FG, parallèle à DE); puis une échelle 
portée sur cette longueur donne facilement son rapport 
numérique à l’unité. Voilà donc un procédé géométrique 
pour découvrir un rapport numérique lié par une loi de 
proportionnalité avec trois autres que l'on connaît; voilà, 
par conséquent, un moyen d’arriver à la solution des 
problèmes qui présentent des proportionnalités, puisque 
cette solution se réduit toujours, en dernière analyse, à 
la recherche d’un rapport numérique. Le calcul se trouve 
ici remplacé par la disposition des lignes; il ne faut que 
lire le résultat. Donnons quelques exemples. 
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83. l". Trois ouvriers ont fait 5 mètres de tel ouvrage, 
on veut savoir combien en feront sept ouvriers. Traçons 
deux lignes indéfinies AF, AG (fig. 33) inclinées à vo- 
lonté l’une sur l’autre; sur la première notons un point 
B à la distance de 3 unités de longueur du point A, puis 
un point D à la distance de 7 unités; sur la seconde no- 
tons un point C à la distance de 5 unités du même point A, 
joignons le point B au point C, et par le point I) menons 
une ligne DE parallèle à BC; il reste à reconnaître au 
moyen d’une échelle combien la longueur AK contient 
d’unités ; le nombre trouvé est celui des mètres d’ouvrage 
faits par sept ouvriers. 

84. Quant à la manière de tracer une ligne parallèle à 
une autre, la voici : On approche de la ligne BC un des 
côtés de l’angle droit d’une équerre et contre l’autre côté 
on applique une règle que l’on retient fixe, tandis que l’on 
fait glisser sur elle l’équerre jusqu’à ce que celui de ses 
côtés qui s’appliquait sur la ligne BC vienne passer par le 
point 1); alors on trace la ligne DE qui est parallèle à BC, 
puisque toutes deux sont également inclinées sur l'arête 
antérieure de la règle. On peut en suivant ce procédé 
tracer autant de parallèles consécutives que l'on voudra. 
On en fait usage pour diviser une longueur donnée en tel 
nombre de parties égales qu’il soit besoin ; voici comment. 
Avons-nous à partager la longueur AB (fig. 85) en huit 
parties égales, par le point A nous tirons une ligne in- 
définie AC d'une inclinaison arbitraire, et sur cette ligne, 
à une distance quelconque du point A, nous traçons une 
division, 1; puis à la même distance de cette première 
nous en traçons une seconde, 2; puis une troisième, et 
ainsi de suite jusqu’à la huitième, 8 ; nous joignons le 
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point 8 au point B par une ligne relativement à laquelle 
nous disposons l'équerre et la règle comme nous l’avons 
fait dans la fig. 33 à l’égard de la ligne BC; puis, te- 
nant la règle fixe, nous faisons glisser l’équerre vers les 
points 7, (3, 5, h, etc., ayant soin, à mesure que nous 
atteignons l’un de ces points, de tracer une parallèle à la 
ligne de départ, ou simplement de noter le point où cette 
parallèle rencontrerait la ligne AB. Nous obtenons de cette 
manière sept points qui partagent la ligne AB en huit 
parties égales, comme il est facile de s’en convaincre en 
lisant les proportionnalités qui dérivent de la simili- 
tude des triangles formés par les parallèles successives. 
A a : AB 1 ; 8, c’est-à-dire que cette ligne est la 
huitième partie de AB; ensuite Aa : A b :: 1 : 2, c’est- 
à-dire que An ligne est la moitié de A b, de sorte que 
aO — \a, etc. 


85 . On peut encore, pour tracer une ligne parallèle à 
une autre, faire usage d’une propriété que nous avons re- 
connue aux lignes parallèles, celle de former, avec une 
ligne qui les rencontre, des angles alternes- internes égaux 
(royez n“ 50). On joindra le point G au point D (/ ig . 33.), 
on mesurera l’angle BGD au moyen du rapporteur. Cela 
se fait en plaçant le centre au point C, le zéro de la divi- 
sion sur la ligne CB, et comptant le nombre de degrés 
de l’arc compris entre les côtés CB et CD); puis avec le 
secours du môme instrument on déterminera la position 
que doit avoir la ligne DE pour que l’angle CDE soit 
égal à l’angle BCD. Pour cet objet on place le centre du 
rapporteur au point 1), le zéro de la graduation sur la 
ligne CD, et l’on indique par un point l’autre extrémité 
de l'arc que l'on a observé : il ne reste plus qu'à tracer 
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la ligne DE, passant par ce point et par le point D. Reve- 
nons à nos exemples (*). 

86 . 2°. Trois ouvriers ont mis quatre heures à faire tel 
ouvrage, combien de temps y auraient mis cinq ouvriers? 
Nous savons qu’ ici la proportionnalité étant inverse, nous 
aurons à figurer l’expression 3 : 5 ;; x : 4. Après avoir 
tracé deux lignes divergentes (fig. 36), nous indiquons 
sur la première une division B à la distance 3 du point A, 
et une division G à la distance 5, puis sur la seconde, 
nous notons le point I) à la distance 4 du même point A; 
nous joignons en suite le point G au point D, et par le 
point B nous menons BE parallèle à GD ; le rapport nu- 
mérique de AE à l'unité de longueur est le nombre cher- 
ché. On peut remarquer que, si dans la question proposée 
la proportionnalité eût été directe, au lieu de tracer la 
ligne GD, nous aurions joint le point B au point D, et 
nous aurions même par le point G une parallèle à la li- 
gne BD. 

Pourquoi dans les exemples précédents, au lieu de voir 
un même nombre d’unités d’espèces différentes sur cha- 
cune des deux lignes qui divergent du même point (un 
certain nombre d’unités a sur l’une, et le même nombre 
d’unités b sur l’autre), pourquoi, disons-nous , voit-on 
des nombres différents d’unités de la même espèce? C’est 
que, pouvant choisir à volonté la direction de la même 


(*) Il est plus «impie do faire usage .lu soûl compas do main lorsqu'il no 
l'agit que d’une parallèle A uoc ligne donnée AB {Jig. 34). Soit D le point par 
lequel on veuille faire passer la parallèle demandée; on prendra au compas 
In perpendiculaire DF, et du point quelconque G, pris sur AB, avec DF pour 
rayon, on décrira l’arc indétini neb, et, portant alors la règle sur D de ma- 
nière qu’elle «oit tangente en mémo temps a l’uic acb y on tracera la ligne DE 
parallèle à la ligne AB. 
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station de notre règle mobile, nous la prenons telle que 
le nombre d’unités b, offert par la seconde ligne, soit égal 
à tel autre nombre déterminé d’unités a; de cette ma- 
nière il ne nous reste qu’un seul terme de comparaison, 
une seule espèce d'unités. 

87. Une seule parallèle vient de nous conduire à la 
découverte des quatrièmes proportionnelles. (La solution 
d’une question qui donne lieu à l’une des égalités 

| = p i~- c s’appelle recherche d’une quatrième propor- 
tionnelle. ) Deux parallèles nous y conduiront encore : 
voici comment. Avons-nous à trouver la valeur de x qui 
convient à l’égalité a : b :: c : x, nous traçons la ligne 
BE ( fig . 37), dont la première partie BG est égale à b, 
et la seconde CE égale à a; au point C, nous tirons la 
ligne indéfinie CF, inclinée à volonté sur la ligne BE, 
et à partir du point C nous prenons sur cette ligne la 
longueur CD égale àc; nous joignons ensuite le point D 
au point E, puis par le point B nous menons la ligne BA 
parallèle à CD, et par le point C la ligne CA paral- 
lèle à ED. Le triangle ABC, obtenu de cette manière, 
étant semblable au triangle DCE, attendu que le parallé- 
lisme des ljgnes AB et DC entraine l’égalité des angles 
ABC, DCE, que, de plus, celui des lignes AG, DE en- 
traîne l’égalité des angles ACB, DEC, et qu’enfin l’égalité 
de ces quatre premiers angles deux à deux exige l’égalité 
des deux derniers, nous devons avoir la proportion 
CE : BC :: CD ; B A, ou a ; b c : BA; nous découvrons 
ainsi la quatrième proportionnelle demandée. 

88 . De ce que l'angle BAC est égal à l’angle CDE, 
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nous pouvons conclure que deux angles sont égaux lors- 
qu’ils ont l’ouverture dirigée dans le même sens et les 
côtés parallèles. De là suit la possibilité de résoudre en- 
core la même question en supposant le grand triangle uni 
au petit en la manière représentée dans la figure 38, c’est- 
à-dire en supposant ce grand triangle construit sur le 
prolongement BE et AD, construction qui, d’après ce que 
nous venons de dire, entraîne la similitude. 

89. Après les parallèles, les lignes les plus faciles à 
tracer sont les perpendiculaires; eh bien, nous pouvons, 
au moyen de trois lignes perpendiculaires aux direc- 
tions des trois côtés d’un triangle donné, obtenir un 
triangle qui lui soit semblable, de même que nous en 
avons obtenu un au moyen de trois parallèles; ce qui 
fournira un autre procédé pour arriver au même but. La 
similitude de deux triangles dont les côtés homologues 
sont perpendiculaires les uns sur les autres, est facile à 
apercevoir. Suppose-t-on que la ligne ab ( fig . 39), soit 
perpendiculaire sur le côté AB, et la ligne ac perpendi- 
culaire sur le côté AG, on va voir que l’angle cab, formé 
par ces deux lignes, est égal à l'angle CAB. Us représen- 
tent en effet l’un et l'autre ce qui manque à l’angle Mo F 
pour valoir deux angles droits, attendu que l’angle DFA 
est droit, et que la somme des mesures des trois angles 
de tout triangle est une demi-circonférence (n 0 57); 
d’autre part, la mesure de l’angle ADE, égal à l’angle aDF 
auquel il est opposé par le sommet, jointe à celle de l’angle 
BAC est aussi un quart de circonférence; l’angle BAC a 
donc même mesure que l’angle Du F, et par conséquent 
que l'augle cab. A-t-ou tracé, enfin, la ligne cb perpendi- 
culaire à la direction du côté BC, on a formé de cette ina- 
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nière deux nouveaux angles acb et tba , dont l’un, acb, est 
égal, comme nous allons le voir, à l’angle ACB, sur les 
côtés duquel les siens sont perpendiculaires. Quelle est 
la mesure des quatre angles d'un quadrilatère? C’est la 
somme des mesures des six angles des deux triangles 
dont il se compose ; c’est par conséquent une circonfé- 
rence entière. Eh bien , l’angle acb peut être regardé 
comme appartenant au quadrilatère cGBI), de sorte que sa 
mesure jointe à celle de l’angle MCG donnera une demi- 
circonférence, attendu que les angles cMC et cGC, qui 
sont droits tous les deux, ont, en somme, pour mesure 
une demi-circonférence; d’autre part, la mesure de l’an- 
gle ACB, jointe à celle de l'angle MDB, donne encore 
une demi -circonférence ; par conséquent l’angle acb a 
même mesure que l’angle ACB. 11 nous suffit d’avoir 
montré l'égalité de deux couples d’angles homologues, 
pour conclure la similitude que nous avons annoncée. 
Nous aurions pu même nous borner à reconnaître l'éga- 
lité de deux angles dont les côtés sont perpendiculaires 
les uns sur les autres. 

90 . De la combinaison des lignes droites, nous avons 
vu naître la similitude des triangles, et par suite la pos- 
sibilité de les employer à la résolution des équations algé- 
briques. Nous allons la voir éclore également de la com- 
paraison des lignes droites avec les lignes circulaires, les 
plus simples des lignes courbes. Avons-nous la propor- 
tion a : b :: c : x, nous tirons une ligne CD ( fig . iO), dont 
la partie CE représente le terme b, et la partie ED le 
terme c; au point E nous traçons une nouvelle ligne EB 
inclinée à volonté sur la première, et dont la longueur 
figure le terme a ; sur le milieu de CD, nous élevons une 
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perpendiculaire ; nous en élevons une seconde sur le mi- 
lieu de lu ligne ËD qui joint le point B au point D ; du 
point où ces deux perpendiculaires se croisent, nous dé- 
crivons lu circonférence passant par le point 1) , et par 
suite par les points B et C (n° 67). Cette circonférence 
coupe le prolongement de la ligne EB au point A, et dé- 
termine ainsi la longueur AE qui, comme nous allons le 
voir, représente l’a? de la proportion. Le point C étant 
joint au point A, on reconnaît deux triangles BED, CEA, 
dont la similitude est facile à vérifier; en effet, 1* les angles 
BEU, CEA sont égaux comme opposés par le sommet 
(u° 50); 2* les angles ABU, ACU sont égaux, parce qu’ils 
comprennent le même arc entre leurs côtés, et que de plus 
leurs sommets sont sur la circonférence; 3° les angles CAB, 
CDfi sont égaux par la même raison, üe là suit la pro- 
portionnalité des côtés homologues, EB ; CE :: ED ; EA. 

Si l’on voulait faire usage du procédé que nous venons 
d’indiquer, on ne suivrait pas la marche précédente, 
mais bien celle-ci ; on décrirait d’abord un cercle à vo- 
lonté, pourvu que son diamètre fût plus grand que la 
somme des moyens, ou tout au moins égal à cette somme ; 
d’un point quelconque de la circonférence, C par exemple, 
avec un rayon égal à la somme des moyens, 0-\-c , on dé- 
crirait un arc qui la couperait au point D, puis du point 
E, avec un rayon égal à Y extrême connu, on décrirait un 
nouvel arc qui rencontrerait la circonférence au point B; 
il ne resterait plus qu’à faire passer une ligne par les 
points B et E; sa portion AE représenterait Y extrême in- 
connu. 

91, Les deux moyens d’une proportion se trouvant re- 
prépeptés dan? cette construction par les deux parties 
!.. . 7 
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d’une même corde, il est aisé de voir que si la corde qui 
représente les deux extrêmes est un diamètre, celle qui re- 
présente les deux moyens, dans le cas où ils sont égaux, 
est perpendiculaire sur l’autre. Nous savons, en effet, 
qu'un rayon qui partage une corde en deux parties égales, 
est perpendiculaire sur cette corde (n°67). De là suit un 
moyen fort simple de figurer une quantité moyenne propor- 
tionnelle entre deux quantités connues : on décrit un cercle 
ayant pour diamètre la somme des extrêmes CE -{-ED, 
oua-j-è {fig. 41); puis, au point E, on élève la perpendi- 
culaire qui va rencontrer la circonférence au point B; la 
longueur BE représente la moyenne demandée. 

92. Observons que les lignes CB et DB qui joignent 
les points C et D au point B, forment un angle droit CBD; 
cet angle, en effet, est inscrit dans un demi-cercle, ou, si 
l’on veut, il comprend entre ses côtés une demi-circonfé- 
rence. Il suit de là que la perpendiculaire abaissée du 
sommet de l’angle droit du triangle rectangle CBD sur 
C hypoténuse CD (côté opposé à l’angle droit) , partage cette 
ligne en deux parties entre lesquelles elle est moyenne 
proportionnelle. 

93. Cette perpendiculaire partage , en outre, le trian- 
gle CBD en deux petits triangles rectangles BEC , BED, 
qui tous deux lui sont semblables, attendu qu’avec l’an- 
gle droit qui se trouve dans les trois, les petits possèdent, 
en commun avec le grand, l’un l'angle BCE, l’autre l’an- 
gle BDE. De ces similitudes suivent les deux proportions 
que voici : CE : CB :: CB : CD, ED : DB :: DB : CD, 
lesquelles montrent que chacune des cordes CB et DB est 
moyenne proportionnelle entre le diamètre entier et la por- 
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tion de ce diamètre qui s’étend depuis son extrémité C ou 
D, jusqu’au pied E de la perpendiculaire. La première, 
en se transformant, devient CB' = CD . CE (n« 26) ; or, 
d’une part, CB 2 est la mesure du carré construit sur la 
longueur CB , d’autre part CD . CE est la mesure d’un 
rectangle dont la base serait CE et la hauteur CD ; ce 
sont donc deux surfaces équivalentes. La transformation 
de la seconde portion donne DB"= CD . ED, ce qui mon- 
tre l’équivalence entre le carré dont le côté serait DB, 
et le rectangle qui, ayant pour base ED, aurait pour hau- 
teur CD. Les mesures des deux rectangles précédents 
offrent cela de remarquable, que leur somme reproduit 
la mesure du carré que l'on construirait sur le diamètre; 
en effet, CD . CE -f- CD . ED est égal à CD multiplié par 
CE-}- ED, ou par CD, c’est-à-dire à CD 2 . La somme des 
mesures de nos premiers carrés, CB' -f- l)B 2 , est donç 
égale à CD 2 , ce qui établit équivalence entre la somme 
des deux surfaces carrées construites sur les deux côtés 
de l’angle droit d’un triangle rectangle, d’une part, et la 
surface du carré construit sur l 'hypoténuse, d’autre part. 
Ce résultat s’énonce ordinairement de la manière sui- 
vante : Dam le triangle rectangle , le carré de l’hypoténuse 
est égal à la somme des carrés des deux autres côtés. 

94 . Les sécantes (cordes qui se prolongent hors de 
la circonférence) et les tangentes peuvent servir, tout 
aussi bien que les cordes, pour obtenir les quatrièmes ou 
les moyennes proportionnelles. S’agit-il de trouver l’in- 
connue de la proportion a : b c : x, nous décrirons 
d'abord une circonférence dont le diamètre soit plus 
grand que chacun des termes moyens b et c; puis, avec un 
rayon égal à b diminué de c (nous supposons b le plus 
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grand des moyens) , en prenant le point A pour centre 
(fig. 42) , nous traçons un arc qui coupera la circonférence 
au point D, et nous ferons passer par les points A et D une 
ligne à laquelle nous donnerons une longueur totale de b 
unités; de l’extrémité B de cette sécante, prise pour 
centre, avec un rayon de a unités de longueur, nous dé- 
crirons un arc qui coupera la circonférence au point C; 
il ne nous restera plus qu’à joindre ce point C au point B 
par une ligne qui sortira du cercle au point E, et dont la 
partie BE représentera le nombre cherché. En effet, les 
deux triangles BAE, BC1) sont semblables, attendu que 
l’angle ABC leur est commun, eL que l’angle BAE de l’un 
est égal à l’angle BCD de l’autre, parce que si à BAE, 
on ajoute DAE, et que si à BCl), on ajoute DCE, égal 
de DAE, on obtient même résultat, deux angles droits. 

De cette similitude suit la proportionnalité entre les 
côtés homologues, de sorte que BC : BA :: BD : BE, ou 
c : BE. 

Si c'est une moyenne proportionnelle, c’est-à-dire l’in- 
connue de la proportion a : x :: x : b qu’il faille repré- 
senter, voici comment on s’y prendra : sur le cercle dont 
le centre est au poiut E (fiy. A3), on tracera d'abord la 
sécante CI)B offrant a unités dans sa longueur totale, et b 
unités dans sa partie BD extérieure au cercle (cette con- 
struction étant identique avec celle de la sécante AI>B de , 
la figure 42, nous' supprimons les détails) ; ensuite, prenant 
la ligne BE pour diamètre, on décrira une nouvelle circonfé- 
rence qui coupera la première aux deux points A et F; la 
ligne AB qui joint l’un de ces points au point B, et qui est 
tangente au premier cercle, attendu que, l’angle BAE étant 
droit (comme inscrit dans un demi-cercle), elle se trouve 
perpendiculaire à l’extrémité du rayon AE (position qui 


Digitized by Google 



rsAGe ne» proportions. 


101 


caractérise les tangentes) , cette tangente AB, disons-nous, 
est la moyenne demandée. En effet, les deux triangles BAI) 
et BAC sont semblables, puisqu'ils ont un angle commun 
ABD, et que l’angle BAD de l’un a même mesure que 
l’angle ACB de l’autre; nous avons donc la proportion 
BC : BA :: BA : BD, ou a : BA :: BA : b. 

Au lieu de la ligne BA, nous pouvions prendre la li- 
gne BF qui a même longueur et qui est également tan- 
gente. L’identité de longueur B A et BF est facile à aper- 
cevoir; elle suit de l’égalité des triangles BAE, BFE, qui 
ont chacun un augle droit, qui, de plus, ont le même côté 
BE, et dont l’un présente l’angle ABE dont la mesure est 
la même que celle de l’angle EBF. Cette propriété de 
deux tangentes au cercle d'offrir même distance de leurs 
points de tangence au point de leur rencontre, est assez 
remarquable. 

95 . Nous devons appeler l’attention sur le moyen que 
fournissent les constructions précédentes de mener par 
un point extérieur à un cercle une ligne, ou plutôt deux 
lignes tangentes à ce cercle, car on en peut toujours 
tracer deux, circonstance qui n’a plus lieu lorsque le point 
donné appartient à la circonférence. Alors, en effet, il ne 
s’agit que de mener une ligne perpendiculaire à l’extré- 
mité d’un rayon, et cette ligne est unique. 

96 . Nous venons d’appeler les combinaisons des lignes 
à l’aide des égalités de rapports; nous verrons que ce 
n’est pas seulement à représenter ce genre d’équation que 
se borne leur emploi, mais qu’elles peuvent être d’un 
grand secours pour figurer les égalités dans lesquelles les 
variables ne sont plus liées par la loi de proportionnalité. 
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Nous reconnaîtrons aussi que si les lignes viennent à 
l’appui du calcul, le calcul ne rend pas de moindres ser- 
vices aux combinaisons de lignes, soit en faisant connaître, 
avec précision, des longueurs que les opérations matérielles 
ne donnent qu’avec des chances d’èrreur multipliées, soit 
en établissant, par la combinaison des égalités, entre les 
lignes employées pour les représenter, telles relations que 
l’on désire. Mais, auparavant, il est nécessaire, pour ne 
pas être arrêté à chaque pas, de présenter, dans une même 
digression , le tableau des usages, des ressources et des 
difficultés du calcul algébrique. 


CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES ÉGALITÉS. 

97 . Deux expressions différentes d’un même rapport 
nous ont conduit à découvrir l’inconnue qui entrait dans 
l’une d’elles. Comment l’avons-nous dégagée, cette in- 
connue? Les procédés que nous avons employés pour la 
transformation de notre égalité, dépendaient-ils de la na- 
ture de la quantité représentée? Nullement. Nous n’avons 
fait qu’augmenter ou diminuer eu même temps deux quan- 
tités égales, sans songer si c’était des rapports ou autre 
chose. 11 semble, dès lors, que, par les mêmes procédés 
de transformation, nous pourrons, quelle que soit la quan- 
tité exprimée de deux manières différentes, arriver à une 
égalité qui nous donnera la valeur de l’inconnue comprise 
dans l’une de ses expressions. 

Avant de parler de transformations, il serait bon d’ex- 
poser comment on peut former une égalité dans laquelle 
la quantité que l’on veut "Connaître se trouve enclavée; 
c'est là que gît la difficulté. Dans les questions précé- 
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dentes, les rapports ou quotients artificiels offraient un 
moyen simple d’établir une égalité ou équation ; mais la 
quantité auxiliaire, qui peut se présenter sous deux formes 
différentes, n’est pas toujours aussi facile à apercevoir, et 
l’on ne saurait donner aucune règle pour former une éga- 
lité relative à une question proposée. Tel dans cette ques- 
tion, ou hors de cette question (car on peut emprunter 
partout) découvrira une quantité auxiliaire qu’il saura ex- 
primer de deux manières en comprenant l’inconnue pro- 
posée dans l’une de ses expressions, ou dans les deux à la 
fois; tel autre, dans le même problème, choisira toute autre 
quantité auxiliaire, qui, dans l'une ou dans l'autre de ses 
expressions, ou encore dans les deux à la fois, renfermera 
l’emblème de l’inconnue. De quelque manière que l’on y 
arrive , une équation sera toujours également propre au 
but que l'on se propose, et, pour y arriver, c’est l’habi- 
tude, c’est la sagacité, qui seules peuvent servir de guides. 

98 . Voici un exemple des diverses manières dont on 
peut envisager une même question pour en tirer une éga- 
lité. 11 est important pour moi d'atteindre, avant qu'il se 
soit écoulé douze heures, un ami qui a vingt lieues d’ar- 
vance et qui fait trois lieues à l’heure. On me propose un 
moyen de transport qui me fera faire cinq lieues par heure. 
Avant de l’accepter, je veux savoir si, par cette voie, je 
rejoindrai mon ami en temps convenable, et, sur ce point, 
je consulte trois personnes. Voici la réponse de chacune : 

La première me dit : a C’est le nombre d’heures que 
cette voiture vous retiendra en route que vous voulez 
connaître ; en le représentant provisoirement par x, nous 
pouvons, avec son aide, évaluer de deux manières le 
chemin que vous aurez parcouru pour arriver à votre but 
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(ce chemin dépend en effet du nombre d’heures mis à le 
parcourir) ; on le peut représenter d’une part par ô ,r, puis- 
que vous parcoures cinq lieues à l’heure; d’autre part, on 
le peut représenter également par 20 lieues, plus le che- 
min que va parcourir votre ami dans le même temps, c’est- 
à-dire par 20 -{- 3 x (il parcourt trois lieues à l’heure). Eh 
bien, voilà une égalité, 5 x= 20 -f- 3 supprimons 3x 
dans chaque membre, nous arriverons à la nouvelle égalité 
2x = 20 ; divisons les 2 membres par 2, nous arriverons 
à x = 10, qui est l'égalité finale, celle qui résout le pro- 
blème. Vous mettrez dix heures. » 

La seconde personne me dit ; « Dans cette question, j'a- 
perçois une proportionnalité directe; c’est entre les che- 
mins que vous aurez parcourus l’un et l’autre pour arriver 
au point où vous devez vous rencontrer, et les vitesses dif- 
férentes avec lesquelles vous marchez. Je puis donc aisé- 
ment trouver le chemin que vous aurez à parcourir, vous 
en déduirez ensuite le nombre d’heures qui vous sera né- 
cessaire. Si je représente par X le chemin qu’aura par- 
couru votre ami, vous aurez fait un nombre de lieues 
exprimé par 20 -j- ce ; nous aurons donc l'égalité sui- 
vante | ~ r - de laquelle, par transformation, nous 

tirons la suivante, 5x= 3 (20-j-a) = 60 -f- 3ar; retran- 
chons 3.r à chaque membre, nous obtenons légalité 
2 a: = 60, et la division par 2 donne l’équation finale 
x — 30. Votre ami aura donc fait 30 lieues de plus que 
les 20 qu’il a d'avance, avant que vous l’atteigniez, ce 
qui vous donne à parcourir 50 lieues; en faisant 5 lieues 
par heure, vous le rejoindrez 10 heures après votre dé- 
part. » 

Enfin, la troisième personne me dit : « Ici, je vois une 
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pfttpflttionhalité inversé; c'est entre les vitesses et le nom- 
bfe d’heures mis par chacun à parcourir le même espace. 
Représentons par x le nombre d’heures que vous aurez mis 
à rejoindre votre ami -, pour parcourir le même espace, cet 
ami aurà employé le même nombre d’hêures, x, plus le 
temps qu’il avait mis d’avance à faire 20 lieues (l’expres- 
sion dè ce temps s’obtient en divisant 20 par 3, c’est-à-dire 
par le nombre de lieues parcourues dans une heure) , c’esU 

à-dire plus nous pouvons donc écrire l’égalité sui- 
3 

20 

Vante, x : a: 4--- Ü 3 * o, de laquelle nous déduisons, 

*> 

5 x =e Zx -J- 20, puis 2x = 20, et enfin x = 10. Vous 
avez donc, en employant le moyen de transport que l’on 
vous propose, pour 10 heures de chemin. » 

99 . Nous supposerons désormais que, dans toute ques- 
tion, nous savons découvrir une égalité propre à la ré- 
soudre. Venons à l’application de nos moyens de transfor- 
mation s nous allons la voir singulièrement modifiée par 
une convention qui doit généraliser les résultats de tous 
nos calculs. Gette convention si féconde consiste à repré- 
senter les quantités connues de chaque question par les 
premières lettres de l’alphabet, et les inconnues par les 
dernières. Dans cet emploi de signes indépendants les 
uns des autres, on trouve un double avantage : d’abord, 
comme on ne peut qu'indiquer les opérations nécessaires 
pour les transformations, on aperçoit toujours toutes celles 
que l’on a déjà faites, ce qui permet, dans le cas où il s’en 
présente une, inverse de quelque autre antérieure, de la 
faire très-facilement ; de plus, les emblèmes littéraux qui 
représentent les quantités connues ou les donnée» d’une 
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question, restant constamment apparents, ces données 
s’aperçoivent distinctement dans le résultat, ce qui permet 
de les y faire varier, de leur attribuer diverses valeurs, et 
d’appliquer, par suite, le même résultat à toutes les ques- 
tions de même nature. Un résultat aussi général porte le 
nom de formule. L’emploi des formules produit une éco- 
nomie de temps considérable : nous le montrerons plus 
tard par des exemples. 

100 . Avant d’essayer la transformation des équations 
primitives, jetons un coup d’œil sur leur contexture. 
Quoique chaque membre ne représente qu’une seule 
quantité, cependant il se compose généralement de ter- 
mes divers (dont l’assemblage se nomme polynôme) qui 
nous offrent une série d’additions et de soustractions à 
faire dans un certaiu ordre, lequel rappelle les liaisons 
au moyen desquelles on a établi l’égalité. Mais une fois 
notre équation écrite, cet ordre est-il bien nécessaire à 
conserver? Est-ce de lui que dépend le maintien de 
l’égalité? Non : de quelque manière que nous entremê- 
lions les opérations, quelque ordre nouveau que nous 
établissions, nous obtiendrons le même résultat; car, en 
définitive, nous aurons toujours réuni ensemble le même 
nombre d’unités, et de cette somme nous aurons retranché 
le même nombre; que nous écrivions © -j— 5 — 2 — 3, 
ou bien 9 — 3 — j— 5 — 2, ou encore 9 — 2 — 3 — |— ô , 
n’est-ce pas toujours la même chose ? Cependant les rela- 
tions ont été bouleversées. Nous pouvons donc, sans alté- 
rer une égalité, rompre les relations additives et sous- 
tractives qui nous ont aidé à l’établir, et les remplacer 
par telles autres qui nous conviendront. Un terme à 
retrancher, par exemple, se peut retrancher de tel terme 
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que l’on voudra; eh bien, en attendant que nous ayons 
choisi celui dont nous voudrons le retrancher, nous 
allons replier, pour ainsi dire, sur lui-même, sa vertu 
soustractive, et le regarder sous le nom de terme négatif, 
comme faisant partie d’une espèce particulière de nom- 
bres ; les termes additifs formeront une autre espèce sous 
la dénomination de nombres positifs. Les signes -{-et — 
peuvent être considérés dès lors, ou comme indiquant des 
relations entre les termes consécutifs, ou comme les re- 
présentants de facultés additives et soustractives inhé- 
rentes aux quantités qui les suivent, facultés qui ne 
doivent exercer leur action que quaud et où on le juge à 
propos. Qu’un terme négatif soit précédé d’un terme po- 
sitif numériquement plus petit , il n’en exercera pas 
moins sur lui sa valeur soustractive; mais, comme cette 
combinaison ne l’usera pas tout entière, elle donnera 
naissance à un nombre jouissant encore de la vertu sous- 
tractive dont une nouvelle combinaison permettra l’em- 
ploi. 

101 . Ce double aspect sous lequel on peut envisager 
les emblèmes -{-et — , nous conduit à un résultat impor- 
tant. Les considère-t-on comme annonçant une faculté 
positive ou négative, ils indiquent uniquement une oppo- 
sition capable de produire neutralisation ; dès lors nous 
pouvons introduire dans les égalités, avec les mêmes ca- 
ractéristiques -{-et — , toutes les quantités susceptibles 
d’être neutralisées les unes par les autres. Une perte égale 
au gain donne nullité d’avoir : nous pouvons donc intro- 
duire dans une égalité le gain accompagné de l’un de 
nos signes, la perte sera désignée par l’autre. Faire une 
lieue dans un sens, puis une lieue en sens contraire, nous 
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ramènera au point de départ : nullité de changement de 
lieu ; nous pouvons donc indiquer par le signe , une 
longueur mesurée dans un sens, — indiquera la longueur 
comptée en sens contraire. La tendance d’une roue à se 
mouvoir à droite paralyse la tendance à se mouvoir vers 
la gauche : il y a dès lors nullité de mouvement; si donc 
-+- indique mouvement rotatoire suivant une direction, 
— indiquera mouvement suivant la direction opposée, etc. 

102 . Il faudra donc bien se rappeler que l’égalité de 
deux membres et les relations des termes dont se compo- 
sent ces membres, sont deux choses absolument indépen- 
dantes. Ce n’est pas tout; nous pourrons encore faire 
abstraction de la nature de ces termes, et leur supposer, 
suivant les circonstances, telle nature qui nous convien- 
dra ; cela tient à ce que les mesures des quantités ne dé- 
signent jamais leur nature, et que, par conséquent, les 
opérations auxquelles on les soumet, sont absolument in-- 
différentes à cette nature et toujours les mômes, quelle 
qu’elle soit. 

103. Nous allons maintenant passer en revue les di- 
verses modifications que subissent, par suite de l'emploi des 
emblèmes littéraux, les applications des quatre moyens de 
transformation dont nous avons parlé dans le n° 19, qui 
sont, addition, soustraction, multiplication et division. 

104. 1° Addition. — Faut-il au polynôme a -f- 6 ajouter 
le polynôme c — d, comme nous ne pouvons qu’indiquer 
l’opération, nous allons d’abord à ia suite de a-f-6 
écrire -j-r ; mais ensuite que faire du terme négatif — d 1 
Il faut l’ajouter de même que nous avons ajouté le terme 
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positif c. (Un terme qui n’a pas de signe est positif, at- 
tendu que la présence du signe — est indispensable pour 
annoncer la propriété négative.) Comment s'ajoute un 
terme négatif? En l’écrivant à la suite du polynôme 
auquel on doit l’ajouter. Il ne faut pas ici se laisser 
tromper par les mots. Que signifient ceux-ci, ajouter un 
terme négatif à un polynôme? Tout simplement, qu’il faut 
mettre ce ternie négatif en position d’exercer sa faculté sur 
ce polynôme, qu’il faut le rattacher à ce polynôme de ma- 
nière qu’il en fasse partie. On atteint ce but en l’écrivant 
à la suite des autres termes. L’addition algébrique n’est 
autre chose qu’un rapprochement, une juxtaposition. 

Si ces considérations semblent trop abstraites, en voici 
d’autres d'un genre différent : en écrivant -}- c à la suite 
de a -j- b, nous avons ajouté un nombre trop grand de d 
unités, il faut donc diminuer le polynôme de ces d unités, 
en écrivant à la suite — d, ce qui donne pour résultat 
a -\-b -f- c — d. 

105. 2“ Soustraction. — Avons-nous à soustraire de 
rt-j-ôleôûiô»ie(polynômede deux termes) r — d, nous écri- 
vons d'abord — c à la suite de a -}- b. Retrancher ainsi c 
tout entier au lieu de c diminué de d unités, c’est retran- 
cher et unités de trop, il faut donc au résultat trop petit 
a -}- b — c ajouter d unités. Le résultat a -f- b — c d 
a repris de cette manière la grandeur qui lui convient. 
On voit que la soustraction n’est encore qu’un simple rap- 
prochement des polynômes, avec changement de tous les 
signes dans celui que l’on retranche. 

A la suite des deux opérations précédentes, la rupture 
des liaisons des différents termes permet de rapprocher 
ceux qui, numériquement égaux, ont des signes con- 
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traires, de sorte qu’en vertu de leur opposition, ils dis- 
paraissent en même temps. 

106 . 3° .Multiplication. — En nous fondant sur l’indé- 
pendance mutuelle des termes d’un polynôme, nous consi- 
dérerons dans toute multiplication le multiplicande comme 
un assemblage de termes de diverse nature, comme une 
réunion de termes positifs et de termes négatifs, et le mul- 
tiplicateur comme un assemblage de termes liés par des 
rapports d’addition et de soustraction. 

S'agit-il de multiplier a -\-b parc-|-rf? Nulle difficulté; 
il ne faut qu’appliquer le mécanisme de la multiplication 
numérique. Quand nous avons eu à multiplier 47 par 23, 
nous avons supposé 47 et 23 décomposés chacun en deux 
parties, 40 -|- 7 , et 20 -f- 3 ; puis uous avons multiplié 
successivement 7 et 40 par 3 et par 20, et enfin nous 
avons regardé la somme de ces produits partiels comme le 
produit total. Nous aurons doue ici, en indiquant les 
produits partiels et les ajoutant, l’expression suivante, 
ac -J- bc ad -f- bd. 

Soit, en second lieu, a — b à multiplier par c ; il s’agit 
de répéter d’abord un nombre c de fois la quantité a, et 
d'indiquer que chacune de ces répétitions est celle d’une 
quantité positive, ce qui se fait en plaçant devant le pro- 
duit le signe -j- , ou en n’en mettant aucun ; on obtient 
de cette manière, ac ou ac; il faut répéter ensuite le 
même nombre de fois la quantité b et indiquer que cha- 
cune de ces répétitions est celle d’une quantité négative, 
ce qui se fait en plaçant devant le produit le signe — , en 
cette sorte — bc. La multiplication d’un polynôme quel- 
conque par des termes positifs ne saurait donc offrir 
aucune difficulté. 
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Supposons enfin que a — b soit à multiplier par c — d-, 
si nous multiplions par le seul terme c, nous obtiendrons 
ac—bc-, mais nous aurons répété d fois de trop le terme 
positif a, et le terme négatif b , puisque, avant de multi- 
plier par c , nous aurions dû lui enlever d unités : il faut 
donc, pour avoir le véritable produit, retrancher du pre- 
mier produit partiel, ac — bc, le second produit partiel, 
ad — bd, qui se compose de d fois le terme positif et 
de d fois le terme négatif b. Or, nous avons vu, à l’article 
de la soustraction, qu'il faut écrire la quantité à sous- 
traire à la suite de l’autre en changeant tous ses signes; 
nous aurons donc pour résultat le polynôme suivant, 
ac — bc — ad-\- bd. 

Remarquons maintenant que si l’on suppose, 1“ que les 
signes -j— et — soient des facteurs de même que les let- 
tres; 2* que la multiplication de ces facteurs de nouvelle 
espèce donne lieu aux résultats suivants : -(- X -f- — -(- , 

— X + = — »“t~X — = = — ' — X — = <ï ue 

ces produits indiquant le signe qui doit précéder le pro- 
duit littéral, on arrivera à des résultats absolument iden- 
tiques avec ceux que nous avons trouvés. Pourquoi , 
dès lors, ne pas admettre cette hypothèse, purement arti- 
ficielle, qui, sans aucun raisonnement et par une conven- 
tion très-facile à retenir, permet de faire rapidement 
toute espèce de calcul ? 

On peut d’ailleurs attacher une certaine idée à ces 
combinaisons de signes. Nos polynômes, en effet, sont 
formés par simple juxtaposition, de parties augmenta- 
tives caractérisées par le signe -)- , et de parties diminu- 
tives accompagnées du signe — . Multiplier un polynôme 
par un autre, c’est répéter successivement un certain 
nombre de fois additivement, puis un certain nombre de 
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fois soustraciiveinent, des termes augmentatifs ou dimi- 
nutifs. Répéter additiveinem un terme augmentatif, c’est 
produire un accroissement d’augmentation ; c'est donc 
produire une augmentation : ce que l’on exprime en disant 
qu’une augmentation d’augmentation produit augmenta* 
tion, ou que -f- multiplié par donne -j- . Répéter sous- 
tractivement un terme augmentatif, c ! est le soustraire 
par une même opération un certain nombre de fois; c’est, 
par conséquent, produire diminution, cequel’on exprime 
de cette manière : une augmeutation de diminution pro- 
duit diminution, ou -f- multiplié par — donne — . Répé- 
ter additivement un terme diminutif, c’est augmenter la 
diminution, c’est donc diminuer; par conséquent — mul- 
tiplié par 4 - doit donner — . Répéter soustractivement 
un terme diminutif, c’est le supprimer un certain nombre 
de fois; or, supprimer un terme diminutif, c’est bien pro- 
duire un accroissement de la valeur numérique de ce 
terme; si, en effet, ayant à retrancher 3 d’un nombre, 
nous supprimons cette soustraction , si nous ne l’effec- 
tuons pas, ce nombre reste ou devient plus grand de 3 
unités que celui qu’il s’agissait d’obtenir. Comme donc les 
augmentations ne peuvent que s’indiquer quand on fait 
usage des emblèmes littéraux, lorsque nous aurons à mul- 
tiplier —, a par — b, c’est-à-dire lorsqu’il faudra sup- 
primer b fois le terme diminutif de a, nous devrons 
écrire pour résultat -|- ub, puisque notre opération aura 
produit une augmentation de a fois la valeur numérique 
du terme diminutif (la valeur d’un terme quand on l’a 
dépouillé de la faculté soustractive ou additive dont il 
était revêtu, est ce que l’on appelle sa valeur numérique : 
la valeur numérique du terme — A est A); la consé- 
quence à tirer de là, c’est qu’une diminution de diminua 
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tion produit augmentation , ou que — multiplié par — 
donne Veut-on déduire d'un exemple matériel les 
quatre conclusions précédentes? Que l’on imagine une 
roue hydraulique (le mouvement de ces machines s’accé- 
lère, comme chacun le sait, quand on augmente la quan- 
tité d’eau, et diminue quand on augmente les frotte- 
ments), si l’on ajoute de l’eau à celle qui la fait marcher, 
on opère augmentation d’augmentation, et la roue tourne 
plus vite ; si l'on supprime de l'eau, ou que l’on augmente 
le frottement, on produit diminution d’augmentation, ou 
augmentation de diminution, et la roue tourne avec plus 
de lenteur; enfin si l’on diminue le frottement, on pro- 
duit une diminution de diminution, et la roue marche 
plus rapidement. 

La multiplication par un facteur entraînant son appa- 
rition dans tous les termes d’un polynôme, avec change- 
ment de signe de la part de ces termes si le facteur est 
négatif,' et sans changement s’il est positif, il suit que, 
lorsque plusieurs termes offrent le même facteur, on peut 
le leur enlever, puis indiquer qu’il doit les multiplier, en 
le plaçant au dehors d’une parenthèse dans laquelle on 
les renferme; ab-]-ac — ad, par exemple, se peut repré- 
senter de cette manière a [b-\-c — d) si l’on suppose a 
positif, et de cette autre — a {d — b — r) si on le suppose 
négatif : c’est ce qu’on appelle mettre a en facteur commun. 
Cette opération qui défait une partie de ce que l’on a fait, 
et que l’on pourrait nommer un pas rétrograde, amène 
souvent des simplifications importantes. Si, après la sup- 
pression du facteur littéral commun, il ne reste que des 
facteurs numériques, il devient facile d’effectuer les opé- 
rations qui les lient, et alors, de plusieurs termes, il n’en 
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surgit qu’un seul : c’est ce qu’on appelle réduction; en 
voici un exemple : 

3 a — 2rt-f-5rt=a (3 — 2-t-5) = tf(6) = 6fl. 

Les facteurs numériques qui se trouvent enclavés dans 
lés équations littérales, se nomment coefficients numériques; 
on les écrit toujours à la tête des autres facteurs que l’on 
dispose par ordre alphabétique. Le même terme olTre-t-il 
plusieurs de ces facteurs numériques, on les réunit en un 
seul par voie de multiplication ; si c’est un facteur littéral 
qui s’y reproduit plusieurs fois, on indique cette pluralité 
par un seul emblème au moyen d’un exposant: le facteur a, 
par exemple, entre-t-il six fois dans le même terme, au lieu 
d’écrire a. a. a. a. a. a, on écrit plus brièvement n'. 

108 . 11 suit de cette convention que le résultat de la 
multiplication d’un facteur surmonté d’un certain expo- 
sant, par le même facteur également surmonté d’un expo- 
sant, s’indique en donnant à ce facteur l'exposant qui 
est la somme des deux autres : a 8 , par exemple, multiplié 
par a 1 donne pour résultat a 8 +1 = «'*. line autre consé- 
quence, c’est que le quotient de la divison du monôme (un 
seul terme) «’ par le monôme a 8 , se figure en donnant 
au facteur a pour exposant l’excès de l’exposant du divi- 
dende sur celui du diviseur, en cette sorte a t-5 = a'. 
On peut, en effet, dans les deux termes de Indivision, 
supprimer le facteur commun a autant de fois qu’il se 
trouve dans le diviseur, ou, si l’on veut, autant de fois 
qu’il y a d’unités dans l’exposant du diviseur; ce facteur 
ne reste donc au dividende, lorsque le diviseur est devenu 
l’unité, qu’un nombre de fois égal à l'excès de son expo- 
sant dans ce terme sur son exposant dans l'autre terme. 
Est-ce, au contraire, « 5 qu’il faut diviser par Quand 


Digitized by Google 



CONSIDÉBATIOXS GÉNÉRALES SIR LES ÉGALITÉS. 113 

nous aurons supprimé cinq fois le facteur a clans chaque 
terme, le dividende se trouvera réduit à l’unité, tandis 
que le diviseur sera devenu a 1_ ’.= a*, le quotient s’in- 
diquera, dès lors, par une fraction dont le numérateur 
sera l’unité, et qui offrira pour dénominateur le facteur 
commun a surmonté d’un exposant égal à celui du divi- 
seur diminué de celui du dividende. On peut, si l’on veut, 
ne pas avoir de dénominateur au quotient, en supprimant 
les deux facteurs a dont il se forme, et indiquant que pa- 
reille suppression se devra faire au numérateur aussitôt 
que, par suite de quelque combinaison nouvelle, il aura 
cessé d’ôtre l’unité. Cette indication se fait en écrivant, 
au lieu du quotient précédent, le facteur a surmonté de 
l’exposant — 2, qui annonce qu’aussitùt que l’on aura à 
multiplier ce nouvel emblème du quotient par quelque 
puissance de a («•’ s’appelle seconde puissance de a, u' troi- 
sième puissance, quatrième puissance, etc., a, sans 
exposant, est censé avoir l’unité pour exposant et porte le . . 
nom de première puissance), il faudra enlever à cette 
puissance deux fois le facteur a, ou, autrement, retrancher 
à son exposant deux unités. De cette manière, les multi- 
plications et les divisions se font par des simples additions 
et soustractions. 

Veut-on élever a s à la troisième puissance? Ce n’est 
autre chose que former un produit dans lequel les 5 fac- 
teurs a de a 5 entrent trois fois, c’est-à-dire un produit 
dans lequel le facteur a entre 3 . 5 fois. Ce produit se re- 
présentera de cette manière a 5 *‘ = a", c’est-à-dire que 
l’élévation à une puissance donnée se fait par une simple 
multiplication. 

Nous avons appelé extraction de la racine carrée le par- 
tage d’un nombre en deux facteurs égaux; ces facteurs 
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peuvent être eux-mêmes considérés comme décomposables 
de la même manière. Ce sont, par conséquent, des puis- 
sances. Quel doit être leur exposant? Puisque l’exposant 
du produit de deux puissances d’un même facteur n’est 
autre que la somme des exposants de ces deux puissances, 
il suit que le double de l’exposant de la racine carrée d’un 
nombre doit reproduire l’exposant de ce nombre; la ra- 

I 

cine de a s’indiquera donc de la manière suivante, a 1 ; en 

1 1 

effet 2 "h 2 donnent l’unité qui est l’exposant de a; celle 

s 5 5,. 

de a* sera*/ 1 , attendu que ^ -j- ^ reproduisent 5 qui est 

l’exposant du nombre dont on veut avoir la racine. L’ex- 
traction de la racine carrée d’un nombre se réduit donc 
à une simple division par 2 de son exposant. En sui- 
vant toujours les conséquences de notre convention, nous 
reconnaîtrons que l’extraction des racines, de divers de- 
grés (décomposition d’un nombre en plus ou moins de 
facteurs égaux), s’indique en divisant par 3, par à, etc., 
l’exposant du nombre en question : de sorte qu’en géné- 
ral l’extraction des racines se fait par de simples divisions. 

109 . On doit sentir combien sont grands les avan- 
tages qu’il serait possible de retirer des considérations 
précédentes, si l’on possédait un tableau qui présentât tous 
les nombres possibles sous la forme de puissances, soit en- 
tières, soit fractionnaires (racines), d'un nombre fixe; les 
calculs se réduiraient alors à une combinaison fort simple 
des exposants. Cette série d’exposants a été calculée sous le 
nom de tables de logarithmes. Nous avons déjà parlé de l’u- 
sage de ces tables pour la transformation des multiplications 
et divisions en additions et soustractions, et, d’après ce 
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que nous venons de dire, leur emploi pour l’élévation aux 
puissances et pour l’extraction des racines ne doit offrir 
aucune difficulté. Veut-on extraire une racine du troisième 
degré, appelée racine cubique parce que la troisième puis- 
sance d’ un nombre se nommccuôc? On cherche dans la table 
le logarithme du nombre proposé, puis on le divise par 3 : le 
nombre qui a pour logarithme le quotient de cette divi- 
sion est la racine demandée. Si, au contraire, c’est la 
troisième puissance que l'on veut former, il faut à la 
division par 3, substituer la multiplication par le même 
nombre, et du reste agir de la même manière. 

Encore une observation sur les exposants : a 1 , par 
exemple, divisé para 1 donne pour quotient l’unité. Or, 
nous avons dit que diviser par a’ est la même chose que 
multiplier para -5 , multiplication qui donne pour résul- 
tat a° : cette dernière expression n’est donc autre chose 
qu’un emblème de l’unité. Zéro peut être le résultat d’une 
addition ou d’une soustraction, jamais d’une multiplica- 
tion ou d'une division. 

110 . 4“ Division. — Cette opération n’ayant d’autre but ' 
que de défaire ce qu’a fait la multiplication , si nous 
avons bien présents les principes sur lesquels est basée 
cette dernière , rien dans la division ne saurait nous arrê- 
ter. Le dividende peut être regardé comme résultant de la 
combinaison successive de chacun des termes du quotient 
avec ceux du diviseur; par suite de ce mode de formation, 
la plus haute puissance d’un facteur dans le dividende 
doit être le résultat du produit de la plus haute puissance 
du même facteur dans le diviseur par sa plus haute puis- 
sance dans le quotient. Si donc nous divisons le terme 
qui contient la puissance la plus élevée d’une certaine 
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lettre dans le dividende par celui qui contient la puissance 
la plus élevée de la même lettre dans le diviseur, nous 
obtiendrons celui des termes du quotient (fractionnaire 
ou non) qui contient la puissance la plus élevée de cette 
lettre. Ce terme obtenu, il sert à multiplier le diviseur 
tout entier, et l’on retranche du dividende ce produit par- 
tiel. On divise de nouveau celui des termes du second di- 
vidende qui contient la plus haute puissance restante du 
même facteur, par celui du diviseur que l’on a déjà em- 
ployé une fois, ce qui donne pour le quotient un nouveau 
terme, par lequel on multiplie le diviseur tout entier pour 
retrancher du second dividende le produit obtenu. Cela 
conduit à un troisième dividende à l'égard duquel on re- 
commence la même opération, qui se renouvelle succes- 
sivement jusqu’à ce que le terme que l’on doit diviser offre 
le facteur en question élevé à une puissance inférieure à 
celle qu’il présente dans le terme par lequel on doit divi- 
ser. Pour plus de facilité, on ordonhe les deux polynômes 
(dividende et diviseur) par rapport à la même lettre, 
c’est-à-dire qu’on les dispose de telle sorte que , dans 
leurs termes successifs de gauche à droite, la même lettre 
offre un décroissement dans son exposant ; de cette ma- 
nière, le terme dans lequel cette lettre offre l’exposant le 
plus élevé est toujours le premier à la gauche. Nous allons 
donner un exemple de composition et de décomposition 
(multiplication et division). 

111. Soit le polynôme h a' -f- 3 ub — 56, à multiplier 
par la — c; nous formerons, en multipliant par -j-2 a 
un premier produit partiel, S/i’-j-ôa’ô — 10aô; en effet, 
le ternie h . n* . 2 . a devient, en réunissant les coefficients 
numériques, Sa', a, puis, en formant des deux puissances 
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de a (la seconde et la première) un seul facteur par l'addi- 
tion des exposants, 8a’; môme raisonnement relative- 
ment à la formation de -\-6a'b, et à celle de — 10 ab. 
Nous avons ensuite à multiplier par — c, ce qui conduit 
au second produit partiel, — ha'c — Zubc-\-bbc; en effet, 
4a 1 multiplié par c produit 4 a'c, et le signe — combiné 
avec le signe -f- donne le signe — qui doit affecter ce 
terme ; on reconnaît de même que le second terme doit 
avoir le signe — , et que le troisième doit être précédé du 
signe -f- ; le produit total est donc : 

8fl s -j-6«*4— 4flV — 10 ab — %abc-\-bbc. 

Proposons-nous maintenant de diviser ce polynôme 
par 2 a — <•; il faut d’abord diviser 8 a' par 2 a, ce qui 

donne, pour premier terme du quotient, le rapport 
qui, lorsqu'on supprime dans ses deux termes le fac- 
teur 2 et le facteur a, devient d’abord—, ou ha' : le 

a 1 

signe de ce ternie combiné avec celui de 2 a, devantrepro- 
duire celui de 8 a*, sera nécessairement le signe Le 
produit de 2 a — c par 4a 1 est 8a s — ha'c, polynôme qu’il 
faut retrancher du dividende en l’écrivant à sa suite, après 
avoir changé les signes de ses deux termes. En entrant au 
dividende, le terme — 8a 5 va détruire, en disparaissant 
lui-même, le terme -f-Sa’ : le terme -}-4«’c fait dispa- 
raître de la même manière le terme — ha'c, de sorte que, 
la soustraction faite, il reste 6a' b — 10 ab — babc-\-bbc , 
polynôme sur lequel nous avons à faire la même opéra- 
tion que sur le premier. La division de 6a' b par 2 a nous 
conduit à -\-bab, terme par lequel il faut multiplier le di- 
viseur 2a — c , ce qui nous donne à retrancher du nouveau 
dividende le produit-}- 6a' b — 3 abc, c’est-à- dire à écrire à 
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sa suite lesdcux termes — &a'b-\-$abc, qui, en s’anéantis- 
sant eux-mêmes, font disparaître les termes -|-6a* b — babc, 
desorte qu’après la soustraction ce dividende est réduit aux 
deux termes — 10 aô-j- 5 br. La division du premier par 2a 
donne le terme 5 b , qui doit être accompagné du signe — , 
attendu que son signe combiné avec celui de 2a qui est -f-, 
doit reproduire le signe — du terme lOaô. La soustraction 
opérée, sur le troisième dividende, du produit 2 a — c 
(le diviseur) par — 5 b (nouveau terme du quotient) l’a- 
néantit entièrement. Ce produit est en effet le polynôme 
— 10 ab-\- bbc , qui par le changement des signes devient 
-{-10 ab— bbc. 

Si la multiplication du dividende par un quotient partiel 
donne quelque terme que ne renferme pas le dividende, 
cela ne doit pas arrêter ; la soustraction s’indique de la ma- 
nière que nous avons exposée précédemment, et l’opération 
se continue. On verra ces termes détruits par d’autres qui 
naîtront de multiplications nouvelles. 

Nous observerons relativement à l’ordonnance des ter- 
mes : l"que s’il s’en trouve dans lesquels le facteur, par 
rapport auquel on ordonne, présente des exposants néga- 
tifs, ces termes ne doivent venir qu’après ceux qui offrent 
ce facteur avec l’exposant zéro, c’est-à-dire ceux qui ne le 
contiennent pas, et que de plus, dans leur succession, le 
chiffre exponentiel le plus petit doit précéder le plus grand, 
en celte sorte : a-'-j-a -5 - a - *-j- etc. ; 2° que s’il en est 
plusieurs qui présentent la même puissance de la lettre 
que l’on a choisie pour ordonner, on les ordonne entre eux 
relativement à quelque autre lettre. 


112 . La plupart du temps les divisions indiquées n’étant 
pas possibles, la seule chose que l’on se puisse proposer, 


Digitized by Google 



CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SCR I.E8 ÉGALITÉS. 121 

c’est de simplifier les rapports en leur enlevant le facteur 
commun le plus composé, celui qui se forme par la com- 
binaison de tous les facteurs communs. C’est le but d’une 
recherche analogue à celle du plus grand commun divi- 
seur numérique. Comme elle est fondée sur les mêmes 
principes, nous ne les exposerons pas de nouveau, et, 
renvoyant à ce que nous en avons déjà dit , nous nous 
bornerons ici à quelques observations sur les détails de 
l'opération quand elle se fait sur des polynômes. Dans la 
division du polynôme du degré le plus élevé relativement 
à la lettre ordonatrice par l’autre polynôme, dans la divi- 
sion de ce dernier par le premier reste, dans celle de ce 
premier reste par le second, etc., il faut avoir soin de réu- 
nir en un seul, dans le polynôme diviseur, les divers termes 
qui offriraient au même degré la lettre par rapport à la- 
quelle on ordonne, en mettant cette lettre en facteur com- 
mun, autrement on ne verrait pas finir l’opération. S’il 
est un facteur qui, commun à tous les termes de l’un des 
polynômes, ne le soit pas à tous ceux de l’autre, on peut 
conclure qu’il ne fait pas partie du diviseur commun, et, 
par conséquent, le supprimer : ce qui facilite les divisions. 
Cette suppression faite, on évite au quotient les termes 
fractionnaires en multipliant tous les termes du dividende 
par un facteur convenable pour rendre le premier terme 
divisible par celui du diviseur; l’introduction de ce facteur 
qui , d’après la simplification ci-dessus, ne saurait être 
commun aux termes du diviseur, ne peut aucunement al- 
térer le plus grand facteur commun. Nous remarquerons 
enfin que, si le facteur cherché est indépendant de la lettre 
par rapport à laquelle on a ordonné, il doit diviser tous 
les coefficients des diverses puissances de cette lettre, 
quand chacune de ces puissances a été préalablement 
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mise en facteur commun. Comment, en effet, ont pu se 
former ces polynômes, en supposant qu’ils aient un fac- 
teur commun? Ce ne peut être qu’en multipliant par ce 
facteur commun les divers termes de deux polynômes 
ordonnés par rapport à a. 

113 . Quant aux opérations relatives aux rapports ou 
fractions algébriques, elles sont absolument les mêmes que 
celles qui sont relatives aux fractions numériques; aussi, 
sans nous répéter, renverrons-nous encore, pour les rai- 
sonnements sur lesquels se fondent ces opérations, à ce 
que nous avons dit antérieurement, en nous bornant à 
rappeler ici leurs résultats. 

Faut-il ajouter ou retrancher deux fractions ayant 
même dénominateur? Le résultat doit offrir pour numéra- 
teur la somme ou la différence des deux numérateurs, et 
pour dénominateur celui qui est commun aux deux rap- 
ports. Exemple : 

c e < 2 “\~b e-^~e 

~d d~ ~ d ' 

Doit-on multiplier une fraction par une autre? Le produit 
offre au numérateur le produit des deux numérateurs, et 
au dénominateur celui des deux dénominateurs. Exemple : 

rtc rf/ acdf 

T X T ~~bï' 

Si c’est une division que l’on doive faire, on renverse la 
fraction diviseur, et, dans ce nouvel état, elle sert à mul- 
tiplier la fraction dividende. Exemple : 

a m c U d ad 

b'd b X c be' 

116 . Dans ces diverses compositions, l'emploi des em- 
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blêmes littéraux laisse la liberté de décomposer les résul- 
tats obtenus, et de les présenter à volonté sous l’une des 
nombreuses formes qui conduiraient à une composition 


abc 


pareille. Par exemple, le rapport — . se peut indiquer, si 
on le juge à propos, de ces diverses manières : 


y. bc a k a bc a 

a lëf d'*' ef de ^ f "dêf 

— n' — e f — ±' L- 

’ bc d" Tk de ’ bc 


X bc, etc., 
= etc.,. 


115 . Sil’ on veut bien entendre ce qui précède, il faut 
dépouiller les expressions multiplication et division de la 
signification qui leur est ordinairement attribuée. Dans 
nos considérations sur les fractions numériques, nous 
avons déjà reconnu leur inexactitude. L’admission des 
quantités positives et négatives fait sentir encore davan- 
tage leur insuffisance pour exprimer les divers genres de 
combinaisons. Au défaut d’autres mots, il faut bien em- 
ployer ceux-là; mais, dans l’obstacle qu'ils opposent à des 
explications claires et faciles à saisir, on reconnatt l’in- 
convénient d’appliquer au cas le plus général possible 
une nomenclature imaginée pour un cas tout particulier. 


116 . Rien désormais ne doit nous arrêter dans l’appli- 
cation de nos procédés de transformation ; occupons-nous 
donc de transformer les diverses espèces d'égalités, et, 
pour procéder avec ordre, commençons par celles que l'on 
nomme équations du premier dey ré, parce qu’elles ne pré- 
sentent qu’à la première puissance l’emblème de chaque 
inconnue, et que les emblèmes de deux inconnues diffé- 
rentes ne peuvent pas faire partie du même terme. Mous 
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allons nous proposer quelques questions, former les éga- 
lités convenables et en déduire les expressions des in- 
connues. 

117 . 1 ® Nous connaissons, d’une part, la somme a de 
deux quantités inconnues # et y, et d’autre part, leur 
différence b : cela peut-il conduire à la découverte de 
ces deux quantités? Oui. La connaissance de la somme 
offre une première égalité, #-}-y=«; celle de la diffé- 
rence en donne une seconde # — y — b (nous supposons 
que x représente la plus grande). Ces égalités représen- 
tent deux conditions auxquelles doit satisfaire à la fois 
la même inconnue#, - l’inconnue y est aussi la même dans 
les deux. Nous ne pouvons mieux exprimer l’identité des 
deux emblèmes #, et celle des deux emblèmes y, qu’en 
fondant les deux égalités en une seule au moyen de la 
combinaison des membres deux à deux, le premier de 
l’une avec le premier de l’autre, et le second avec le se- 
cond. Cette combinaison, qui se fait par addition ou sous- 
traction, par multiplication ou division, suivant qu’on le 
juge à propos, a nécessairement pour résultat une égalité, 
attendu qu’ajouter à deux nombres égaux, ou en retran- 
cher des quantités égales, c’est altérer chacun séparé- 
ment sans détruire l’égalité qui subsistait entre eux. On 
en dira de même pour la multiplication ou la division de 
deux quantités égales par deux autres quantités égales. 
Pour opérer la fusion on choisit le mode de combinaison 
qui ne laisse subsister qu’une seule inconnue. Dans le cas 
présent, nous combinerons par addition, ce qui nous 
conduit à l’égalité # -f-y -}-# — y — a-\- b, qui devient 
#-f-#=a-f- b , puis 'ÎÆ^rt-j-A.Laseule opération trans- 
formatoire que nous ayons à faire subir à cette égalité, 
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pour en tirer l’expression de x, c’est la division des deux 
nombres par 2, laquelle nous conduit à x — '^~^ , ou 

x= ~ -j- égalité finale qui exprime que la plus grande 

des quantités inconnues est égale à la moitié de la somme 
a, plus la moitié de la différence b. Pour obtenir l’autre 
inconnue, il suflit de remplacer, dans une des égalités 
données, l’emblème x par l’expression que nous venons 
de trouver. Faisons cette substitution dans la première, 

nous obtenons y = a. Introduisons dans chaque 

membre, d’abord le terme — puis le terme — nous 
arrivons à l’expression ^+2/ = a — | , puis à cette autre : 
y— a — x — t‘, réduisons ensuite au même dénomma- 

A A 

teur les termes du second membre (même procédé 
que pour les quantités numériques ) , cela conduit à 

y= P " a ~- — le numérateur la — aestégalàa(2 — 1) 

ou a , nous arrivonsdonc à cette expression finale i/ = ^ 

qui nous apprend que la plus petite des inconnues est 
égale à la moitié de la somme a moins la moitié de la 
différence b. 

Nous pouvons remarquer que dans les opérations né- 
cessaires pour arriver au but que l’on se propose, c'est-à- 
dire pour obtenir une égalité qui dans l’un de ses mem- 
bres n’offre plus que l’emblème x et dans l’autre une 
combinaison des seules quantités connues, si l’on sup- 
prime un terme dans un membre, on le voit apparaître 
dans l’autre avec un signe différent’. Si c’est un coefficient 
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commun à tout un membre, que l'on enlève, on le voit 
devenir diviseur commun de l’autre membre; enfin, la 
suppression du dénominateur commun à tous les termes 
de l’un des deux membres entraîne son apparition dans 
l’autre membre en qualité de multiplicateur commun. On 
peut user de ces observations pour transformer rapide- 
ment, et sans qu’il soit besoin de faire aucun raisonne- 
ment. 

118. Le résultat que nous avons obtenu de l’emploi de 
la combinaison destinée à faire de deux équations une 
seule, s’appelle élimination de l’inconnue y. Sans la dispa- 
rition de l’une des inconnues, la nouvelle équation eût 
été inutile, attendu qu’en isolant x nous aurions, dans 
son expression, retrouvé y, et qu’une quantité inconnue 
reste toujours telle quand elle se trouve exprimée au 
moyen d’une autre inconnue; mais avec nos deux équa- 
tions nous avions l’assurance de pouvoir éliminer à volonté 
y ou x : il est aisé de nous en convaincre. Nous pouvions 
bien certainement tirer de l’une d'elles, de x-j-y=a, par 
exemple, l'expression de y , en sorte que y=a — x (cette 
expression s’ appelle /onction de x; tout polynôme dans les 
termes duquel se trouve enclavé l’emblème d’une incon- 
nue se nomme /onction de cette inconnue); nous pouvions 
encore à l’emblème y de l’autre égalité, x — y~b , sub- 
stituer celte expression. Eli bien , cette substitution , 
dont le but est d’exprimer l’identité des deux y, conduit 
à l'égalité suivante, x — a-\-x=b , puis à cette autre, 
= n-|-ô, dans laquelle la mise en facteur commun 
de x, en cette sorte, x(l -f-l) ou 2 x = a~\-b, indique 
l’identité des quantités représentées par cet emblème 
dans les deux équations primitives. Voilà l’élimination 
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faite, et l’on voit que, par ce procédé, elle est toujours 
possible; mais, ce procédé, qu’est-il autre chose qu’une 
combinaison par addition des égalités x — y = b et 
y = a — t, laquelle conduit à x — y-\-y = b-\-a — x , 
puis &x=a-\-b — x, et enfin à x-\-x ou 2# = rt-f- 6; 
ce dernier mode d’élimination n’est donc qu’une simple 
variété de celui que nous avons employé d’abord. 

119. Une question offre-t-elle trois quantités incon- 
nues, pourvu qu’elle fournisse trois égalités différentes, 
il sera possible de la résoudre. On tirera de la pre- 
mière, par exemple, l’expression de l'une des trois in- 
connues en fonction des deux autres; on la substituera, 
dans la seconde et dans la troisième, à l’emblème de cette 
inconnue, par suite de quoi ces dernières n’en présente- 
ront plus que deux. Or nous savons, au moyen de deux 
égalités entre x et y. découvrir ces quantités; elles nous 
conduiront à la connaissance de la première quantité éli- 
minée. Il sera facile d’étendre ce procédé d’élimination à 
tel nombre que l’on voudra d’équations simultanées; aussi 
nous ne nous arrêterons pas davantage sur ce sujet; ajou- 
tons seulement, comme conclusion générale, que, par 
suite de la possibilité d’éliminer autant d’inconnues que 
l’on a d'équations moins une, on sait résoudre toute ques- 
tion qui présente autant d’égalités que de quantités incon- 
nues; chaque égalité exprime une condition ou liaison à • 
laquelle doivent être assujetties ces quantités. 

120. 2* Proposons-nous de trouver la somme de n 
termes consécutifs d’une progression arithmétique; on 
donne le premier a, le dernier / et la raison r. Cha- 
que terme, comme on le sait, est égal à celui qui le pré- 
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cède, augmenté de la raison ou différence (laquelle est 
positive ou négative, selon que la progression est crois- 
sante ou décroissante), de sorte que le second sera figuré 
par a-f-r, le troisième par a-|-2r, etc. Le dernier, déjà 
représenté par /, le sera encore par«-|-(« — l)r (le 
nombre qui multiplie la différence est toujours moindre 
d’une unité que celui qui représente le rang du terme); la 
somme inconnue x aura donc pour expression : 
x = a -f- (</ + /•) -f- (</-{- 2 r) -j-.,. (n — l)r. ] 

Mais celle que nous cherchons ne doit offrir que a , /, r; il 
faut donc, de cette dernière équation, faire disparaître 
tous les termes intermédiaires : voici comment nous arri- 
verons à ce but. Quelle que soit la disposition des termes 
écrits ci-dessus, leur somme n’en est pas moins la même; 
nous pouvons donc les écrire dans un ordre inverse : 
x — [« + (» — 1 ) r ] + ..* "T ( a + 2 r) -f- (fl-j-r) -j-fl. 

Ajoutons cette expression à la précédente en réunissant 
deux à deux, dans la formation du second membre, les 
termes qui occupent le même rang, nous aurons : 

2ar = [«-4-o + (»-l)r]4-...+[«+(n — l)r+a]. 

Il est aisé de voir que ces n termes composés sont tous 
égaux : tous offrent deux fois le premier terme, plus (n — 1) 
fois la différence; nous pouvons donc écrire : 

2x = n («-{-/) ou 7i [ 2 a -J- ( n — l)r]. 

Voilà l’équation dont nous avions besoin pour résoudre 
avec les seules données la question proposée; nous en 
tirons : 

»[ 2 a 4-(n — l)r1 n(a-M) 

x = Xi LJ ou J 2 

Lorsque le premier terme est l'unité et que la différence 
est 2, c’est-à-dire lorsque la progression présente la série 
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des nombres impairs, cette formule prend une forme re- 
marquable, elle devient : 


n [2 + (h — 1)2] 2 « ( 1 — — 1) , 

x = — — — .j - = — - — ^ - = n.n ou n* 


Ce qui montre que, quel que soit le nombre des termes 
consécutifs que l’on ajoute entre eux, en prenant l’unité 
pour point de départ, la somme est constamment égale au 
carré de ce nombre; si l'on prend 15 termes, par exemple, 
on aura le carré du nombre 15. 11 est aisé de vérifier di- 
rectement cette propriété des nombres impairs. Exemple : 
1 + 3 = 4, l + 3 + 5 = 9, 1+3 + 5+ 7 = 16, etc. 

Avec le secours des deux formules simultanées 

f = a + (n — l)r, g = ” (a +D , 

qui permettent, par leur combinaison, d’éliminer à volonté 
l’une des cinq quantités a, /, r, n , x, on pourra trouver 
deux quelconques d’entre elles, toutes les fois qu’on con- 
naîtra les trois autres. 


121 . 3° Nous connaissons le premier terme a, le n'*"" /, 
et le quotient q d’une progression géométrique; pouvons- 
nous, au moyen de ces données, exprimer la somme des 
n premiers termes? Oui. 

Chaque terme étant égal au précédent multiplié par le 
quotient (lequel peut être entier ou fractionnaire), le se- 
cond sera représenté par «y, le troisième par aq ’, etc., le 
n'*“* déjà représenté par / le sera aussi par aq*~' (l’expo- 
sant, dans chaque terme, est un nombre constamment 
moindre d’une unité que celui qui désigne le rang de ce 
terme), et la somme demandée aura pour expression 
x = a + aq +«</* + ...+ < 19 *- ' . 

11 faut faire disparaître de cette égalité tous les termes com- 
L. 9 
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pris entre a et I. Pour cette fin, nous multiplierons d’abord 
ses deux membres par 7, ce qui donnera un second état, 
xq = aq (iq^ aq s + ... -\-aq n ~' -\-aq n , 
duquel nous retrancherons le premier ; le résultat de cette 
soustraction , 

xq — X— aq * — a, ou ql — a 
sera l'équation demandée; nous en tirerons, 

x(q — = — 1) et x~a. 

Si q est fractionnaire, c’est le second état que l'on re- 
tranche du premier, de sorte que l’on obtient, pour 
expression de l’inconnue. 



La comparaison de l'une de ces expressions secondaires 
avec l’expression primitive 

X — a -J- aq + tiq* + , . . -f- aq n ~ ' 

= fl(l + 7 + 9 * + .. . + 9—). 

nous donne le résultat suivant : 

= 1 +? + <>* +••• + 7 "-); 

résultat auquel on arriverait d’ailleurs en effectuant la di- 
vision indiquée. 

Cette observation peut servir à montrer que a m — br* 
est divisible para — b\ si, en effet, nous représentons par 
7 le rapport de a à b, nous aurons a — bq, puis a'" = b m q"‘, 
et par conséquent 

a m — b m = b m q m — b'" = b m (7™ — 1); 
d’autre part , a — b deviendra b{q — 1 ), de sorte que le 
quotient de la division de a m — b m par a — b aura pour 
expression 

tr g- — \ — 1 

b ’ 7 — 1 ‘ q — 1 

= b m -'(q m ~' + 7 "“* + ... + 7 , + 7 + 1 )» 
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produit qui, par l’introduction de ^ à la place de q, de- 
vient 

ar- l -\-ba m -' -f -b m ~ % a-\- b m ~ l = 

122. Passons aux équations du second degré. Elles 
peuvent être complètes ou incomplètes. Les premières 
sont celles qui offrent à la fois la première et la seconde 
puissance de l’inconnue, et que l’on peut représenter géné- 
ralement de cette sorte, x’ -j- px = q, ou x 1 -}- px — q = 0. 

(Pour arriver à cette forme, on metx* et x chacun en fac- 
teur commun ; on transporte dans le second membre tous 
les termes connus, et l’on enlève par une division le coef- 
ficient de x*; p représente le rapport du coefficient de xà 
celui dex\ et q représente le rapport de l’assemblage des 
termes connus au même coefficient \p et q sont des quan- 
tités positives ou négatives.) Les équations incomplètes 
ne contiennent que la seconde puissance de x combinée 
avec des quantités connues; leur forme générale est 
x* = a, ou x* — a = 0. (On y arrive par des transforma- 
tions analogues aux précédentes.) Ces dernières s’appel- 
lent équations binômes ou à deux termes. 

123. La résolution de l’équation binôme x’ — a = o, 
qui devientx’ — p ' — 0, si l'on représente par p la racine 
du nombre a, n’offre aucune difficulté. Nous venons de 
voir que a m — b m est divisible par a — b : nous pouvons 

donc, par une division, décomposer x’ — p ’ en deux fac- \ 

teurs du premier degré, et transformer l’équation en 
celle-ci: (x — p) (x-|-/>) =0, (x — p) étant le diviseur, 
x-j- est le quotient. ( Nous nous souviendrons que le pro- 
duit de la somme de deux nombres par leur différence est 
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représentée par la diiïérence de leurs carrés. ) Quelle est 
la valeur de x exigée par cette égalité? C’est celle qui an- 
nulle le premier membre en annulant le facteur a: — p\ c'est 
donc x= -h p, c’est encore celle qui conduit au même but 
en rendant nul l’autre facteur, x-\-p, c’est donca , = — p; 
voilà deux solutions différentes entre lesquelles nous avons 
le choix, ce que nous représenterons de cette manière : 
;r= + pou f Mais d’où vient cette pluralité qui n’a- 
vait pas lieu dans les équations du premier degré? Le 
voici. Le signe -f- résulte de la combinaison du signe — 
avec le signe — , aussi bien que de celle du signe -f- 
avec le signe -}- ; par -conséquent , si , pour obtenir l’in- 
connue, il faut décomposer un nombre positif en deux 
facteurs égaux et de même signe, nous tombons dans 
l’indécision sur le signe que nous devons adopter, et, sur 
ce point les circonstances seules nous peuvent détermi- 
ner; le calcul algébrique suppose toute quantité qu’on 
lui soumet susceptible d’être positive ou négative. L’ad- 
dition, la soustraction, la multiplication et la division, 
seules opérations exigées pour la résolution des équations 
du premier degré, ne laissent pas cette ambiguité que nous 
apporte la nécessité d’extraire des racines. Désormais, 
sans revenir sur ces considérations, nous regarderons le 
signe V comme précédé des deux signes et — à la fois, 
de sorte qu’il introduira pluralité dans toute expression 
dont il fera partie. 

U est inutile, sans doute, de faire observer que la quan- 
tité a, qui, par son retranchement, doit annuler le terme 
additif x * (un carré est nécessairement une quantité po- 
sitive), ne saurait être que positive; la supposer négative 
serait faire du terme soustractif — a un terme additif -\-a 
qui, dès lors, ne saurait neutraliser l’autre terme. 
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124 . L’équation complète du deuxième degré , 
x* -\-px — q, ne 3e peut traiter de même que la précédente ; 
mais si, par la mise en facteur commun de x , nous lui don- 
nons la forme suivante : x (æ -}-/?) = q, nou3 voyons que sa 
résolution ne dépend que d’une construction géométrique 
fort simple : il s'agit de représenter par des lignes la propor- 
tion x\\Jq :: >/ q ;.r-j-p. Voici la marche que nous sui- 
vrons pour arriver à ce but. A l’extrémité de la longueur 

AB = P , qui nous a préalablement servi de rayon pour 

décrire une circonférence [fig. 61 bit ) , nous élevons la jÿjr- 
pendiculaire AG (tangente à la circonférence), à laquelle 
nous donnons la longueur q, et de son extrémité C, 
nous conduisons par le centre B une sécante qui rencontre 
la circonférence aux points E et D; le rapport de la lon- 
gueur CE à'I’unité de longueur est la valeur x (n°96). 

Voulons-nous, de cette représentation matérielle, pas- 
ser à l’expression algébrique, nous ferons usage de la pro- 
priété connue de l’hypoténuse du triangle rectangle (son 
carré est égal à la somme de ceux des deux autres côtés 
n°93). Dans le triangle CAB, l’hypoténuse est une nou- 
velle inconnuey, qui diffère de x d’une quantité-”; par 
conséquent, lorsque nous la connaîtrons, il sera facile de 
déduire r. L’égalité i/* = A C a -J- A B a = < 7 -j— ~ , nous fait 

# 

connaître le carré de y, < 7 +^-; mais ce carré peut tout 
aussi bien avoir été formé par 

+vA+f que par - v ’"Hr 

le calcul, qui, dans sa généralité, suppose toute quantité 
susceptible d’ètre positive ou négative, nous laisse sur ce 


Digitized by Google 



13* GÉODÉSIE PRATIQUE. 

point dans l’incertitude ; la même incertitude doit sub- 
sister pour t, puisque l’on peut le déduire de l’une ou de 
l'autre valeur de y. Veut-on le tirer de y ou 

\ = + \A+T’ on aura X = 4- \J <? + £*— | ; 
c’est l’hypoténuse moins le rayon, ou -(- CE. Est-ce de la 
valeur négative de y que l’on veut le déduire? on choisira 

y ou x-\-^ = — y/ et alors a* sera donné par l’é- 
galité suivante : x = — y/ ÿ-1--^ — c’est l’hypoténuse 

négative augmentée du rayon négatif, ou — CD. 

Dans l’hypothèse de x positif, nous sommes arrivé di- 
rectement, par une construction géométrique, à la pre- 
mière valeur de .t, CE; ne pourrions-nous, en supposant 
cette inconnue négative, arriver directement aussi à sa 
seconde expression CD? Dans cette nouvelle hypothèse, 
l’égalité devient ( — x) ( — x-\-p)=q-, le premier fac- 
teur ( — a-) étant négatif, le deuxième doit l’ôtre égale- 
ment, puisque le second membre est positif ; et comme ce 
deuxième facteur ne peut être négatif que parce que la 
neutralisation de sa partie positive a épuisé sa partie 
négative toute entière, il ne représente pas autre chose que 
l’excès numérique dex sur;; (c’est-à-dire la quantité x — p ) 
considéré négativement; l’égalité ci-dessus se peut donc 
écrire sous cette forme :( — #)( — (j" — p)) = q. Cette der- 
nière équation se construira géométriquement de la même 
manière que la suivante : x (x — p) =q, qui n’en diffère 
que par la nature des facteurs du premier membre. Or, 
l’inconnue de x (x — p) = q se trouve représentée par la 
longueur CD de la figure. 

Nous voyons ainsi une môme construction géométrique 
résoud re à la fois les deux égalités .r*H- px—qeix*—xp—q 
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(cette dernière est la même que x (x — p) = q)\ la partie 
extérieure de la sécante est l’inconnue positive de la pre- 
mière ; la sécante entière est son inconnue négative ; cette 
sécante est l’inconnue positive de la seconde, et sa partie 
extérieure est l’inconnue négative. 

Observons que, dans les diverses expressions de x, le 
terme 9 se trouve sous le signe radical accompagné d’un 

terme constamment positif, il ne saurait donc, dans 

l’équation proposée, être négatif sans être en même temps 
plus petit que le carré de la moitié de p; autrement le signe 
radical porterait sur un résultat négatif, et toute quantité 
de cette nature se refuse à Y extraction de racine , puisque 
le produit de deux facteurs égaux et de même signe ne 
peut être affecté du signe — . 

Remarquons enfin que p dans le second cas et — p dans 
le premier est la somme des deux valeurs de x, que l’on 
appelle racines de l’équation , et que le terme q est leur 
produit dans les deux cas. 

125 . Ce qui précède suffit pour le moment; nous 
n’entreprendrons pas d’exposer les procédés que l’on 
inet en usage pour la résolution des équations des degrés 
supérieurs au deuxième; et, maintenant que les détails 
du calcul algébrique ne peuvent plus nous arrêter, nous 
allons reprendre le fil des conclusions qui découlent de la 
similitude des triangles. Rappelons-nous que deux trian- 
gles sont semblables quand ils ont les côtés parallèles 
deux à deux, ou perpendiculaires les uns sur les autres. 
(Pour que la perpendicularité existe, il n'est pas néces- 
saire qu’il y ait rencontre effective; il suffit que, dans le 
cas où l’on prolongerait les côtés, ils se rencontrent per- 
pendiculairement. ) 
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SUITE DES APPLICATIONS DES PROPORTION S. 

126 . Les proportionnalités vont nous permettre de 
simplifier les rapports des lignes, des surfaces et des so- 
lides semblables. 

127 . 1° S’agit-il de comparer les périmètres de deux 
triangles semblables, l’on sait cjue si l'on représente par 
a eld, l/et // , c etc'lescouplesde côtés homologues, on aura 
la proportion continue a\d \',h\U \\c\d y dans laquelle 
la sommedesantécédentsestàcelledescouséquentscomme 
un antécédent quelconque est à son conséquent (n° 2A), 

ce que nous écrivons aiusi : or le nu- 

n a -f- b -\-c a 

mérateur du premier membre est le périmètre de l’un des 
triangles, le dénominateur est le périmètre de l’autre. 
Nous voyons donc que les contours de deux triangles 
semblables sont dans le même rapport que deux de leurs 
côtés homologues. Ainsi, le rapport de deux lignes poly- 
gonales se trouve représenté par celui de deux lignes 
droites. 

128 . Deux polygones semblables étant composés de 
triangles semblables, on aura une proportion continue 
entre leurs côtés homologues, ce qui conduira au même 
résultat, p\p \\a\ct (p et p/ représentent les périmè- 
tres). 

129 . Si les deux polygones sont réguliers, on peut 
remplacer le rapport des bases de deux triangles partiels 
par celui de leurs hauteurs, qui est le même (n* 81); on 
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reconnaît alors que les périmètres sont dans le même 
rapport que les rayons des cercles inscrits. Il suit de là 
que deux circonférences, que l’on peut regarder comme 
des polygones réguliers d'un même nombre de côtés, sont 
dans le même rapport que leurs rayons, et par suite que 
leurs diamètres, c '.<* :: r : r 1 :: d: cC (r, d, r, r\ d, ^.re- 
présentent les circonférences, les rayons et les diamètres) . 

130 . Cette dernière formule fera connaître les me- 
sures de toutes les circonférences possibles quand nous 
en aurons mesuré une seule, n’importe laquelle, car dès 
que c ’ et les deux rayons sont connus, l’égalité^=-, 
n’olTre plus que l’inconnue c. Nous allons essayer de me- 
surer la circonférence dont le diamètre est l’unité et dont 
le rayon, par conséquent, est de- (l’unité de longueur, 
comme on le sait, se choisit à volonté.) 

131 . Nous admettons en principe que deux lignes 
celle qui est enveloppée par l’autre est la plus courte : 
ainsi, une circonférence est toujours plus courte que le 
polygone circonscrit et plus longue que le périmètre 
inscrit. Que l’on essaie de donner mécaniquement à un 
fil circulaire une forme polygonale, on reconnaîtra que 
cette seconde forme ne saurait être circonscrite à la pre- 
mière : bien entendu que ce fil ne doit pas être suscep- 
tible de prendre de l’extension. 

Quel est le périmètre de l’hexagone régulier inscrit? 
Chacun de ses côtés correspond à un angle au centre qui 
est la sixième partie de quatre angles droits, et par suite 
le tiers de deux angles droits, somme des trois angles 
d’un triangle : de sorte que la somme de deux angles à la 
base dans chaque triangle partiel de la surface polygo- 
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nale, est égale aux deux tiers de deux angles droits ; or 
çes angles b la base sont tous égaux par suite de l’égalité 
des côtés qui leur sont opposés (tous ces côtés sont des 
rayons du cercle circonscrit), comme il est facile de s’eu 
couvaincre en abaissant une perpendiculaire du centre 
sur l’un des côtés de l’hexagone, et repliant l’une sur 
l’autre les parties qui proviennent de la division du 
triangle partiel auquel ce côté servait de base. Chacun de 
ces angles est donc la moitié des deux tiers de deux 
angles droits, de même que chaque angle au sommet ou 
au centre. De cette égalité de trois angles dans les trian- 
gles partiels, suit l’égalité des trois côtés (c’est une con- 
séquence de ce que nous venons de dire relativement aux 
angles opposés à des côtés égaux) ; les côtés de l’hexagone 
régulier inscrit sont donc de même longueur que les 
rayons du cercle, c’est-A-dire que, dans le cas présent, cha- 
cun d’eux est représenté par de sorte que le périmètre 

polygonal est 6. ^ ou 3. Ainsi la circonférence est plus 

grande que trois fois le diamètre de l’hexagone inscrit. 
Passons au dodécagone (polygone de douze côtés). Si DF 
(fig. 42 bis) représente le côté de l’hexagone, le diamètre 
BH, qui lui est perpendiculaire, le partageant, ainsi que 
l’arc sous-tendu, en deux parties égales, BF sera le côté 
du dodécagone. Ce côté est moyen proportionnel entre le 
diamètre 1 et le segment BE (n° 92), qui n'est autre chose 

que le rayon, diminué de EG; 

or EG* = r» — £ = J — ~ = ~ (n« 93) et par suite 

v'T 1.73205 
tG = — =- r - ; 
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nous avons donc , 

BF*=1 acdia m .)X^-^=?=^=^; 

. Dt , v 0,26795 0.518 n 

puis Br = — - = — - — .De cette expression, nous 

déduisons la suivaule, qui représente le périmètre du dé- 
cagone , 12 BF = 1 2 -. 0,518 = 0.0,518=3,108. 

La circonférence est encore plus grande que ce nombre. 
On déduirait du dodécagone, par le môme procédé, le po- 
lygone régulier de 24 côtés, etc., et chaque nouvelle me- 
sure se rapprocherait davantage de la longueur cherchée. 
D’un autre côté, l’on peut calculer la mesure du polygone 
circonscrit correspondant à chaque polygone inscrit ; on 
obtiendra par là un nombre constamment plus grand que 
la mesure de la circonférence, mais qui s'en rapprochera 
sans cesse. Au bout d’un certain nombre d’opérations, on 
verra apparaître des décimales communes aux mesures 
trop grandes et aux mesures trop petites. On pourra dès lors 
prononcer avec sûreté que ces décimales font partie de la 
mesure de la circonférence. La marche 5 suivre étant tou- 
jours la même, nous nous bornerons à montrer comment 
le côté de l’hexagone circonscrit se déduit de celui de 
l’hexagone inscrit. Les triangles semblables^ AGC,DGF 
donnent la proportion suivante : AG (côté de l’hexa- 
gone circonscrit) :DF ou ^ :: GB ou ^ : GE ou , 

donc AC = ÎX 5 ^ 5355 - = 57 ^. « le Périmètre 

GAC =rrâô 5 -=M 6 H. 

Le résultat auquel on est arrivé par cette méthode est 
le suivaut, 3,1415 etc. , fraction décimale qui ne se 
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termine point, quelque loin qu’on la prolonge, ce qui a 
fait dire qu’on ne saurait trouver une unité assez petite 
pour comparer une circonférence avec son diamètre. 
Enfin de ce que ces deux lignes, hétérogènes par leur na- 
ture, sont incommensurables numériquement, on en est 
venu à cette locution banale, hasardée et popularisée sans 
preuve dans les écoles, delà non-existence de la quadrature 
du cercle. ..I Comme si tous les polygones en général n’a- 
vaient pas leur équivalence superficielle sous toutes les 
formes imaginables, et n’étaient pas en partie rationnels 
numériquement, lorsque leur surface peut être représen- 
tée par les nombres carrés h , 9, 16, 25. ... . 100, etc. 

Nous ferons remarquer que cette même incommensu- 
rabilité existe entre la diagonale et le côté du carré, bieu 
que ces deux lignes soient homogènes et qu'elles puis- 
sent être comparées, mesurées et carrées au moyeu de 
la règle-échelle et du compas. En effet, qu’on prenne un 
côté pour uniié, le carré de la diagonale étant égal à la 
somme des carrés des deux côtés, c’est-à-dire à 1 -|— 1 , 
ou à 2, la longueur de cette ligne sera représentée par la 
racine de 2, racine qu'on ne saurait établir exactement en 
nombres, non plus que celle de 3 que nous avons indi- 
quée plus haut. 

Ce n’est donc pas par l’incommensurabilité numérique 
du rapport de ces diverses lignes entre elles qu’on peut dé- 
montrer la non-existence de la quadrature du cercle, puis- 
que, d’un côté, disons-nous, les deux lignes comparées 
sont hétérogènes, et nécessitent une transformation préa- 
lable pour pouvoir être comparées, et de l’autre, parce 
que nous n’admettons pas d’irrationnalité en géométrie, 
et que la quadrature du cercle n’est pas subordonuée à la 
connaissance de l’une ou de l’autre de ces deux lignes. 
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Enfin, la surface de tout polygone pouvant être ex- 
primée par le produit de deux dimensions rectilignes, 
ou en d’autres termes, par un rectangle ou carré équivalent, 
et la ligne circulaire renfermant un plus grand espace 
que tout rectangle ou carré ayant un périmètre égal, il 
est évident que le produit de tout ou partie de la cir- 
conférence par le diamètre, ou vice-rersa, ne peut être 
exprimé numériquement que par un nombre fractionnaire 
indéterminé; mais en prenant une moyenne géométrique 
entre les deux facteurs linéaires, ou en adoptant pour unité 
de mesure un rectangle, on peut obtenir non-seulement 
la mesure exacte du cercle et celle de sa circonférence, 
mais encore celle du rapport du diamètre à la circonfé- 
rence. ( Voir l’Appendice, p. 213.) 

1° Le nombre 3,141592, etc. qui est le rapport de la 
circonférence au diamètre, puisque nous avons pris cette 
dernière ligne pour terme de comparaison, se représente 
ordinairement par le signe abréviatif tt, qui devient l’ex- 
pression de la longueur de la circonférence, quand on 
prend le diamètre pour unité. 

132 . Nous pouvons maintenant faire usage du rapport 
des circonférences entre elles pour présenter la mesure du 
cercle sous une forme différente de celle que nous avons 
trouvée : voici comment. Toute circonférence est avec la 
circonférence tt dans le même rapport que son diamètre 
2 r avec l’unité, diamètre de tt, c'est-à-dire que l’on a l’é- 
galité c " = nous en tirons cir= 2 «r, de sorte que 

\ 

la mesure du cercle de^r.efr qu’elle était, devient 
^r.2irr, OU itr*. 

133 . 1" Avec ce qui précède, il est facile de trouver 
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les côtés d’une figure semblable à une autre, quand les 
périmètres sont assujettis à la condition d'offrir un rap- 
port donné 


134. 2 e . Passons aux rapports des surfaces. Soient s et 
*' les surfaces de deux triangles semblables, ôet b' leurs 
bases, h et h! leurs hauteurs, nous aurons 

* \bh _bh 
? “ * b h' ~ b h ' 

mais les hauteurs sont dans le même rapport que les 

* h b s b^ 

bases, c est-à-dire = jp (n* 81) ; donc -p- = , 

ce qui montre que les surfaces sont dans le même rap- 
port que les carrés des côtés homologues. Le rapport des 
surfaces de deux polygones réguliers sera encore le môme 
que le rapport des carrés des côtés homologues, et les 
cercles seront dans le môme rapport que les carrés de 
leurs rayons. 

135. Veut -on construire une figure différente d’une 
autre et assujettie à présenter une surface dont le rapport 

avec celle de la précédente soit , on commencera par 

construire une figure semblable à la proposée, et telle que 
les côtés homologues soient dans le rapport 'Ja\\fb\ il ne 
restera plus après cela qu’à transformer cette figure en 
une autre de môme surface et d’un genre différent, et 
voici comment on s’y prendra. Supposons que l’on ait 
obtenu le même pentagone ABCDE (ftg. 43 bis) , on pro- 
longera le côté CD à droite et à gauche, puis par les points 
B et Eon mènera les lignes BF et EG, l’une, BF, parallèle 
à la diagonale AC, l’autre, EG, parallèle à la diagonale 
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AD; joignant ensuite le point A aux points F et G, on 
reconnaîtra, 1* que le triangle partiel ABC se peut rem- 
placer par le triangle AFC de même base AC et de même 
hauteur ; 2° que le triangle partiel AED se peut remplacer 
par le triangle AGD de même base et de même hauteur, 
de sorte que ce polygone se trouvera transformé en un 
triangle AFG de même surface; de ce triangle, on pourra 
encore passer à volonté à un rectangle ou à un parallélo- 
gramme dont on donnera un côté ô', au moyen de l'égalité 

^ h . b = x. b' ; à un carré, au moyen de cette autre égalité 

^ h. b = x* ; à un cercle moyen de cette troisième 
-h. b = -rr T*. 

196 . Nous pouvons encore simplifier par le moyen de 
proportionnalités les rapports des surfaces triangulaires 
qui, au lieu de deux angles égaux, n’en offrent qu’un 
seul, et par suite ceux des parallélogrammes qui présen- 
tent égalité seulement dans leurs inclinaisons. Les sur- 
faces*, *', des triangles BAC, DAE (/ty. A4), sont dans le 
rapport suivant, AC. BG : AE. DH; or, dans les triangles 
semblables ABG,ADH, nous avons l’égalité de rapports que 
voici: BG:DH::BA:DA; donc AC. BA:AE. AD, 
c’est-à-dire que deux triangles qui ont un angle égal 
sont dans le même rapport que les produits des côtés 
qui comprennent cet angle. Ceci fournit le moyen de 
trouver la surface d’un triangle dont on connaît deux 
côtés, lorsque l’on donne celle d’un triangle qui offre le 
même angle. 

137 . Lorsque les triangles auront même base, le rap- 
port de leurs surfaces deviendra AB: AD. 
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138 . Si, outre deux angles égaux BAC, ACD ( fig . A5), 
et un côté égal AC (il est commun aux deux), les deux 
triangles sont tels que, si on les rapproche de la manière 
indiquée par la figure, les côtés BC et CD se trouvent 
dans la même direction, ce qui exige que les angles ACB, 
ACD, aient ensemble même mesure que deux angles 
droits, ils offriront proportionnalité entre les bases BC,CD, 
et les côtés extérieurs AB, AD; nous avons, en effet, d’une 
part AB. AC:AD.AC ou ::AB:AD; d’autre part 
irs'f.BCtCD; donc AB: AD:: BC: CD. 

139 . Si l’on prolonge le côté BA et que l’on mène DE 
parallèle à CA, on aura AE = AD, car le triangle EAD 
offre égalité des angles ADE,AED, ce qui entraîne l’égalité 
des côtés qui leur sont opposés; donc AB:AE::BC:CD, 
ce qui montre que les lignes parallèles coupent des lignes 
divergentes en parties proportionnelles. 

140 . Cela sert à partager une longueur donnée en par- 
ties proportionnelles à deux autres ; il suffit pour cela de 
savoir partager un angle en deux parties égales, ce qui se 
fait en traçant un arc du sommet pris pour centre, tirant 
la corde GH, et abaissant du sommet une perpendiculaire 
sur celte corde ; c’est une propriété des triangles isocèles, 
c’est-à-dire qui ont deux côtés égaux. 

Nous pourrons maintenant trouver les côtés homologues 
de deux figures, quand la somme de ces côtés devra être a 

et leur rapport 

141 . 3" Venons enfin aux rapports des solides sem- 
blables. On appelle pyramides triangulaires semblables, 
celles qui se composent de surfaces semblables, se succé- 
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dant dans le môme ordre. Que l’on se figure trois fils di- 
vergeant d’un môme point, et traversant un plan qui, 
parti de ce point, s'avance avec une égale vitesse en tous 
ses points, les lignes qui joindront les uns avec les autres 
les points de perforation du plan par les fils, formeront à 
chaque instant la base d’une nouvelle pyramide. Comme 
il n’y a pas de raison pour que l’inclinaison du plan mo- 
bile sur chacun de ces fils vienne à changer, les lignes 
dont il est question seront, à quelque instant que ce soit, 
parallèles à leurs positions précédentes, de sorte que les 
faces de chaque nouvelle pyramide seront semblables à 
celles de toutes les autres. Le fil qui représentera les hau- 
teurs, ou les distances minimum du plan mobile au point 
de départ, se trouvant dans les mômes circonstances que 
les trois autres , sera aussi divisé en parties proportion- 
nelles, de sorte que le rapport de ces hauteurs se pourra 
représenter par celui des deux côtés homologues, c et c', 
des bases h : h' " c’.c 1 . D’autre part ces bases B et B', of- 
frant proportionnalité entre leurs côtés deux à. deux, et 
par conséquent étant des figures semblables, seront dans 
le même rapport que les carrés de leurs côtés homologues 
c et c'; B : B' :: c* : c D’après cela, le rapport de deux 

1 1 

pyramides semblables, de -B./i:-B\A', ou BA:B'/i', 

devient c* : c” , ce qui montre que les solidités de ces po- 
lyèdres sont dans le même rapport que les cubes de leurs 
côtés homologues. 

142 . Deux cônes dont l’angle au sommet est le même et 

les bases parallèles, sont entre eux :: ^ h.irr': ^/i.irr”; 

ou /«r* or h:h'::r:r; donc S : S';: r* : r'* 

(S, S', représentent les solidités.) 
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143. Deux sphères, composées d’un même nombre de 

1 1 

pyramides semblables, sont entre elles :: 5 r . s : - r' .s‘, 

O O 

ou :: r. * ; r' . s'. Il reste à trouver le rapport de leurs sur- 
faces. Toute surface sphérique peut être considérée comme 
un assemblage de surfaces de cônes droits tronqués. 

(On appelle cône droit celui dans lequel la perpendicu- 
laire abaissée du sommet tombe au centre de la base; 
on le tronque en enlevant la partie supérieure par une 
section parallèle à la base, c'est-à-dire perpendiculaire à 
la hauteur qui porte alors le nom d'axe. Le cône droit 
peut être regardé comme engendré par la révolution d’un 
triangle rectangle autour de son côté vertical; l’hypoté- 
nuse de ce triangle porte le nom de génératrice ou d’a- 
potkème. Le tronc de cône se trouve engendré par un tra- 
pèze tournant autour de l’une de ses lignes latérales 
perpendiculaires aux côtés parallèles ; l’autre limite laté- 
rale porte encore le nom de génératrice.) Il nous faut donc 
chercher ia surface d’un tronc de cône. Cette surface se 

m 

compose de trapèzes infiniment étroits, ayant tous même 
Hauteur, sa mesure est par conséquent la moitié de la gé- 
nératrice a multipliée par la somme des circonférences 

des deux faces circulaires,^. 2-rr(R-|-f*),ou2a ); 

R-4-r 

or — - — n’est autre chose que EM (fig. 40.) rayon d’une 

section horizontale également distante de la base infé- 
rieure et de la base supérieure. Il est aisé de le voir : tra- 
çons les lignes AK, El, parallèles à l’axe GH, en vertu de 
l’égalité.des longueurs CE, AE, nous auronsCI=lK = EP, 
et de plus PM= AG ou r; donc EM est égal d’une part 
à R — IK, d’autre partàr-+-Ik; ajoutons ces égalités, 
il viendra 2 EM = R — IK -f" r 1K = R r ; ou 
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R I r 

EM = — y— : représentons-le par r', notre mesure aura 

pour expression 2irr'<i. Nous pouvons en exclure la gé- 
nératrice a en remarquant que les triangles semblables 
ACK.MEN (leurs côtés sont perpendiculaires les uns sur les 
autres) donnent la proportion suivante : 

AC ou a : EN :: AK ou h : r', 
de laquelle nous tirons l’égalité ar'=EN./< (A est la dis- 
tance minimum des deux bases du cône tronqué), qui 
change l’expression 2ir r'a en celle-ci : 2-rrEN.A, ce qui 
signifie que la surface de révolution a pour mesure la lon- 
gueur de son axe multipliée par la circonférence qui a 
pour rayon la perpendiculaire élevée sur le milieu de la 
génératrice jusqu’à la rencontre de l’axe. Dans le demi- 
polygone régulier, qui , par sa révolution , engendrerait 
une sphère, quelles seraient ces perpendiculaires? Toutes 
seraient des rayons; la somme des longueurs des axes de 
révolution formerait un diamètre. Par conséquent la sur- 
face d’une sphère a pour expression 2r.2-77r— A^r*, ce 
qui démontre qu’elle est égale au quadruple de la section 
maximum on d’un grand cercle. En portant cette valeur de 
i dans la mesure du volume de la sphère, elle passe delà 

1 \ U 

forme - r.s, à la suivante - r. Atrr*= - -rrr'' , ou encore 

O ù O 

g 

-irr 3 , expression qui, attendu que 8 r 5 est le cube de 2r 
ou d, se peut représenter ainsi : ^ -rd*. 

4 hh. Le rapport des surfaces de deux sphères sera 
A irr* ; A-rrr’*, ou r'*:r’ a ; celui de leurs volumes, 

virr’; | irr'\ ou r*:r * : ainsi deux sphères sont dans le 
3 3 
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même rapport que les cubes de leurs rayons, et leurs sur- 
faces sont comme les carrés de ces mêmes rayons. 

145 . Si nous voulons passer de la surface du tronc de 
cône à celle du cône entier, nous supposerons que le rayon 
de la base supérieure est devenu zéro. 

146 . Le cylindre est un cône dont la génératrice est pa- 
rallèle à l’axe, r’ est alors perpendiculaire sur ces deux 
lignes à la fois ; c’est le rayon de la base. Si 2r est en 
même temps le diamètre de la base et la longueur de l’axe, 
la surface latérale du cylindre sera h-rr*, c'est-à-dire la 
même que celle de la sphère dont le diamètre est 2 r. Ce 
résultat est remarquable. En voici d’autres qui ne le sont 
pas moins. Le rapport du volume du cylindre dont nous 
venons de parler à celui de la sphère est le suivant : 

2irr’ : 5 irr‘, ou 2: ou 0:4, ou enfin 3:2, qui nous 

montre que la sphère est les deux tiers du cylindre droit 
dans lequel on la renfermerait, ou, si l’on veut, du cy- 
lindre droit qu'on lui circonscrirait. Un cône droit de 
même base et de même hauteur que le cylindre ci-dessus 
en serait le tiers -, il serait donc la moitié de la sphère. 

147 . En considérant la surface sphérique comme en- 
gendrée par la révolution d’un demi-grand cercle (section 
maximum) ou méridien autour de son diamètre, on recon- 
naît que la portion comprise entre deux portions diverses 
dece méridien , est à la surface totale dans le même rap- < 
port que le chemin parcouru par un des points de ce plan 
mobile au chemin total qu’il doit parcourir pour se re- 
trouver au point de départ. Si l'on considère le point le 
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plus éloigné de l’axe de rotation , lequel dans son mou- 
vement engendre un cercle appelé équateur, chaque fu- 
seau (c’est le nom que I’od donne aux portions de surface 
dont nous nous occupons) sera à la surface sphérique 
dans le même rapport que l'arc de- l'équateur, que com- 
prennent les deux plans qui le terminent, à l’équateur 
entier. 

148 . Cette surface mesurée, il faut la multiplier par le 
tiers du rayon pour avoir la tranche de sphère à laquelle 
elle sert d’enveloppe ou d<* bjise d’une part, et qui, d’autre * 
part, se trouve comprise dans l’angle dièdre formé parles 
deux positions du méridien ; c'est-à-dire que cette tranche, 
qui porte le nom de eoin ou onglet sphérique, est à la 
sphère dans le même rapport que son fuseau à la surface 
sphérique. 

149 . La portion de surface engendrée par un segment 
circulaire, ou, si l’on veut, comprise entre deux plans pa- 
rallèles à l’équateur ou perpendiculaires sur l’axe, est à 
la surface totale dans le rapport de sa hauteur, c’pst-à- 
dire la distance minimum des plans qui la terminent, au 
diamètre ou axe total. Ceci permettra de mesurer telle 
calotte sphérique (surface comprise entre un parallèle et 
un plan tangent perpendiculaire à l’axe) et telle zone (sur- 
face comprise entre deux parallèles ) que l’on voudra. 

150 . Un secteur circulaire engendre un seeteur sphé- 
rique, qui est à la sphère dans le rapport de sa base (sa 
paroi sphérique) à la surface totale. 

151 . Un segment sphérique à calotte (portion de sphère 
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comprise entre un parallèle et un plan tangent perpendi- 
culaire à l’axe) s’obtient en retranchant du volume du 
secteur qui aurait pour base cette calotte, celui d’un cône 
ayant pour base la paroi plane de ce segment et pour 
hauteur le rayon de la sphère diminuée de l’épaisseur 
maximum du segment. 

152. Si le segment a pour enveloppe une zone, on cal- 
cule d'abord la calotte complète dont cette zone forme la . 
partie inférieure, puis le segment complet enveloppé par 
cette calotte-, ensuite on calculç la calotte diminuée de la 
zoue, et le segment auquel éjle sert de paroi sphérique. 11 
reste à retrancher ce dernier segment du précédent. 

153. Lorsque nous avons évalué les solidités, nous 
avons omis celle du tronc du cône; réparons notre omis- 
sion. Soient A la hauteur du cône tronqué, A -\-x la hauteur 
du cône total {x est la hauteur du petit cône que l’on a re- 
tranché en tronquai! t le grand), nous au rons A -f-x : x : : R : r 
(les hauteurs sont entre elles comme les rayons des bases 
que nous représentons, le plus grand par 11, le plus petit 
par r ) , puis R * = rA 4- rx, d’où nous tirons a; (R — r) = rh. 


La mesure du cône total sera 



celle du cône enlevé sera 



retranchant celle-ci de la première, nous aurons 

s*™ +ï* g £ï(* i —>* 

puis TvR 4 A-t-ÿ-rtrA (R-t-r), attendu que - est 
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égal à R-t-r: puis enfin, ' wR*/<-(-^TrRrA-hi7rr*/i, 

1 

ourAir (R i -hRr-t-r*) : formule qui, en langage ordi- 

•I 

naire, se rendra de la manière suivante : Le volume d'un 
cône tronqué a pour mesure le tiers de sa hauteur multi- 
pliée d’abord par le cercle qui sert de base, ttR s , puis 
par celui qui forme la paroi supérieure, ir r*, et enfin par 
le éercle dont le rayon est moyen proportionnel entre 
ceux des deux cercles -précédents, R . r. (On peut, en 
effet, remplacer le rectangle R . r par un carré R'*, dont 
le côté R' soit moyen proportionnel entre R et r : ce qui 
donnera au produit rRr la forme suivante, ttR'** dans 
laquelle on reconnaît la mesure d’un cercle). 

15A. Nous connaissons le moyen de compléter mécani- 
quement un triangle dont trois éléments sur six sont don- 
nés; mais dans cette détermination matérielle des par- 
ties inconnues que de chances d’erreur, quelle que soit 
l’habileté de l’opérateur, quelle que soit la perfection de 
ses instruments ! Ce serait donc un très-grand avantage de 
pouvoir appliquer à la recherche des éléments inconnus le 
calcul, dont les résultats s’obtiennent avec telle exacti- 
tude que l’on désire. Ce travail deviendrait fort aisé si l’on 
connaissait en leurs six parties les miniatures de tous les 
triangles possibles, ou plutôt les types seulement de tous 
les triangles rectangles; car tout triangle non rectangle 
est la somme ou la différence de deux triangles rectangles. 
On a trouvé le moyen de calculer cette série de petits 
triangles. Voici comment : 

Nous savons qu’un angle au centre de 60 degrés est op- 
posé à une corde égale au rayon du cercle; de plus, un 
rayon perpendiculaire à cette corde la partage en deux 
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parties égales, de même que l’angle ; il suit de là que, 
dans un triangle rectangle appliqué sur un cercle de ma- 
nière que son hypoténuse figure un des rayons, si l’angle 
placé au centre est de 30 degrés , le côté opposé à cet 
angle est égal à la moitié du rayon. Choisissons pour 
rayon l’unité de longueur, les trois côtés de notre petit 
triangle rectangle deviennent, l’hypoténuse, 1; le côté op- 
posé à l’angle au centre, .j; et le 
% 

ep vertu de la formule du carré de l’hypoténuse. Nous 
complétons ainsi , sans le secours des constructions maté- 
rielles, et par conséquent avec toute la précision désira- * 

a % • 

ble, un de nos triangles types. De ce premier nous allons 
déduire tous les autres, au moyen des considérations sui- 
vantes. 

155 . Dans la recherche du rapport de la circonférence au 
diamètre (n° 131) , nous avons calculé la corde d’un arc de 
30 degrés; la moitié de cette corde sera le côté opposé à un 
angle de 15 degrés dans un nouveau triangle type (c’est-à- 
dire dont l’hypoténuse est l’unité), et le troisième côté se 
déduira comme ci-dessus. Voilà un second triangle calculé. 

De môme que de la corde d’un arc de 60 degrés, nous avons 
passé àcelle d'un arc de 30 degrés, nous passerons de cette 
dernière àcelle d’un arc de 15 degrés, et ainsi de suite, ce 
qui nous conduira à la connaissance complète des triangles 
types dont les angles au centre seront 30 degrés, 15 de- 
grés, 7 degrés 30', etc. Nous arriverons enfin à la détermi- 
nation du côté opposé à un angle au centre très-petit, qui 
servira de point de départ pour obtenir les côtés oppo- 
sés à tous les angles supérieurs, au moyen de quelques 
formules propres à calculer le côté opposé à une somme 
ou à une différence d’augles au centre, lorsque l’on con- 


troisième côté 
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nait les trois côtés des triangles auxquels ils appartiennent, 
formules que nous allons établir. 

Soient les deux triangles ABC, A DE (fig.hJ), rectangles 
en B et en D, et placés sur un cercle de manière que 
leurs hypoténuses, partant du centre, aillent aboutir à 
la circonférence ; de telle sorte que la base AD du second 
se confoude en direction avec l’hypoténuse AC du pre- 
mier. Nôus connaissons les trois côtés de chacun d’eux ; 
il s’agit de les employer à évaluer les côtés, EH et HA, 
d’un triangle assujetti aux mômes conditions, et dont 
l’angle au centre soit la somme de ceux des deux pre- 
miers. Au moyen de la ligne DF, parallèle à B A, nous par- 
tageons la ligne EH en deux parties, EF et FH , qne nous 
allons calculer séparément. 

Le triangle EDF, dont EF fait partie, et dont nous con- 
naissons le côté ED, est semblable au triangle ABC, aux 
côtés duquel les siens sont perpendiculaires (n° 89) , ce 
qui donne la proportion suivante entre les côtés homolo- 
gues, EF : AB :: ED : CA, d’où nous tirons 

ED . BA 


EF = 


CA 


Passons à l'évaluation de FH. 

Le parallélisme de DF avec BA établit l’égalité de FH 
avec DG, et les triangles semblables, ABC,AGD, donnent 
la proportion suivante : DG'.CB :: DA: CA, de laquelle 
nous tirons 

DG ou FH . 

Via 

La réunion des deux valeurs que nous venons de trou- 
ver uous donne celle que nous cherchons : 

KD. BA -j- CB. DA 


EH: 


CA 


Pour calculer AH, nous observerons que cette ligne est 
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égale à la ligne GA, diminuée de la ligne GH, laquelle est 
égale à DF, qui appartient à l'un des triangles employés. 

La similitude des triangles AGD.ABC donne la pro- 
portion GA : B A :: I)A : CA , de laquelle nous tirons 

BA .DA 
GA= “ex- 
celle des triangles ABC, EDF conduit à DF ;CB :: ED : CA, 

CB go , 

puis à DF = -^r — . En retranchant cette dernière va- 


leur de la précédente, nous obtenons l’expression suivante 
pour HA 


HA = 


BA. DA— CE. ED 
CA 


156. Les formules relatives au triangle dont l’angle au 
centre serait la différence de ceux des triangles proposés 
sont aussi faciles à calculer. Le côté IR, opposé à l’angle 
au centre, se peut comparer avec la ligne DG au moyen 
d’une division produite sur cette dernière par la ligne IL, 
parallèle à la ligne B A, car IK est égal à DG — DL; or, DL 
est égal à EF en vertu de l’égalité des triangles EDF,D1L 
(ils ont l’hypoténuse de même longueur et sur uue 
même ligne, et les autres côtés parallèles deux à deux) ; - 
donc IR = DG — EF, expression qui, au moyen des va- 
leurs de DG et de EF trouvées précédemment, nous con- 
duit à la suivante : 

tt/ ED. B A— CB. DA 

— CA 

laquelle ne diffère de celle de EH que par le signe qui sé- 
pare les deux termes du numérateur. 

Nous obtiendrons enfin l’expression de RA en ajoutant 
à la longueur GA, que nous connaissons, la longueur RG, 
que nous connaissons aussi, puisqu'elle est égale à IL, ou 
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à DF, ou enfin à GH, évaluée ci-dessus. 11 résultera de 
cette opération une expression qui ne différera de celle de 
HA que par le signe du numérateur. La voici : 

... BA. DA 4- CB. KD 

KA - CÂ • 

157. Avec le secours des formules précédentes, nous 
passerons facilement d’un triangle dont l’angle au centre 
sera fort petit à un. second triangle dont l’angle au centre 
sera double, puis «à un troisième dans lequel il sera triple, 
ainsi de suite. On a 'formé de cette manière des tables 
offrant tous lw éléments des triangles types, suivant l’or- 
dre de grandeur de l’angle ait centre. On sent combien il 
devient facile de calculer les éléments inconnus d’un trian - 
gle quelconque, quand, dans les colonnes de ces tables, on 
trouve tous les éléments d’un petit triangle semblable. 

158. Ces éléments, ou parties de petits triangles, ainsi 
calculés, ont reçu des noms que nous devons faire con- 
naître. Leur hypoténuse se nomme toujours rayon et se 
désigne par R; le côté opposé à l’angle au centre a reçu 
la dénomination de sinus, que l'on écrit en abrégé sin ; 
on appelle cosinus, mot que l’on abrège ainsi cos, la ligne 
qui complète le triangle. Ajoutons qu’au lieu de dire, par 
exemple, sinus ou cosinus du triangle dont l’angle au centre 
est SOdegrés, on emploie, pour abréger, l’expression que 
voici : sinus ou cosinus de l’angle de 30 degrés. Si, au lieu 
de placer au centre le sommet A (fig . A8) , nous y placions 
le sommet C, nous verrions les deux côtés de l’angle droit 
changer de rôles ; celui qui était sinus deviendrait cosinus, 
et l’autre de cosinus deviendrait sinus : nous les appelle- 
rions alors cosinus et sinus de l’angle c ou ACB. 11 sera 
bon de se rappeler que le sinus d’un angle est le cosinus 
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de son complément, c’est-à-dire de l’angle qu’il lui faudrait 
ajouter pour avoir un angle droit. 

159 . Par suite de l’emploi des expressions, sinus ou co- 
sinus d’un angle au centre, les lignes qui portent le nom 
de sinus et de cosinus se trouvent considérées, non plus 
comme éléments d’un triangle, mais l’une comme la per- 
pendiculaire abaissée d’un point donné de l’une des lignes 
d’un angle sur l’autre ligne, l'autre comme la distance 
du pied de cette perpendiculaire au sommet de cet angle, 
toutes les deux comme des longueurs dont la variation 
‘est essentiellement liée à celle d’un angle au centre. Cette 
.nouvelle manière d'envisager ces lignes permettra de les 
appliquer comme mesures à des angles plus grands qu'un 
angle droit; le sinus alors ne sera plus opposé à l’angle, 
mais il tombera au dehors. Comme sous le nom de sinus 
des angles plus grands qu’un angle droit, nous verrions 
reparaître dans un ordre inverse toutes les longueurs qui 
servent de sinus aux angles plus petits qu'un angle droit, 
on aura soin, pour empêcher toute confusion d’angles, 
d’avoir égard au sens dans lequel sera mesurée la dis- 
tance du pied du sinus au sommet de l’angle (en pre- 
nant ce sommet pour point de départ); si cette distance, 
que nous appelons cosinus, est mesurée de droiteà gauche, 
par exemple, tant que l’angle au centre est au-dessusd'un 
angle droit, elle se mesurera de gauche à droite aussitôt 
que l’angle en question aura dépassé un angle droit. Cette 
opposition de direction doit figurer dans le calcul par une 
opposition de signe, de sorte que le caractère distinctif 
des augles obtus e9t d’avoir un cosinus négatif. 11 est facile 
dès lors de distinguer deux angles, l’un obtus, l’autre 
aigu, dont les sinus et cosinus ont la même valeur numé- 
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rique. Ces deux angles se nomment supplément s l’un de 
l’autre, ce qui veut dire que leur somme produirait deux 
angles droits. 

160 . Au lieu de prendre pour types des triangles dont 
l’hypoténuse représente le rayon du cercle qui sert à me- 
surer les angles, nous pourrions prendre des triangles 
dont le côté de l’angle droit qui aboutit au centre aurait 
constamment la longueur du rayon; l’hypoténuse alors 
serait un autre rayon passé à l’état de sécante par son pro- 
longement hors du cercle, et le troisième côté perpendi- 
culaire à l’extrémité d’un rayon serait tangent à la cir- 
conférence. lin triangle de cette espèce, dans lequel les 
côtés conserveraient les dénominations de rayon, de tan- 
gente et de sécante, et se représenteraient par ces abrévia- 
tions, R, long, sic, un triangle de cette espèce, disons- 
nous, serait facilement complété par le calcul, toujours 
au moyen de la formule du carré de l’hypoténuse. Par 
une abréviation analogue à celle que nous avons appli- 
quée aux sinus etcosinus, on dirait tangente et sécante cC un 
angle au centre; enfin on appellerait cotangente et cosécanle 
les tangente et sécante de l'angle complémentaire, et on 
les figurerait ainsi, cot et coséc. 

161 . Du reste, les deux espèces de triangles types dont 
nous venons de parler ont entre elles de tels rapports, que 
le calcul conduit de l’une à l'autre avec la plus grande fa- 
cilité, et que l’on peut très-bien les employer alternative- 
ment ou concurremment, suivant l'occasion. Nous allons 
exposer ici les liaisons qui rattachent les unes aux autres 
les lignes trigonométriques (c’est-à-dire servant à la me- 
sure des triangles) ; elles se déduisent facilement de la si- 
militude des triangles dont ces lignes forment les côtés. 
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1“ De la comparaison des triangles ABC., ADC {fi g. 49), 

nous concluons l’égalité suivante : — . 

° cosa sina R 

2* Des triangles AF'G', AFG, nous tirons celle-ci, 

R tanga séca 

cota R co séca ' 

3° Des triangles ABC, AF'G', nous déduisons cette 

... sina cosa R 

troisième, — = — - — = — ; — . 

H cota cosec. a 

A ces formules, joignons les trois suivantes fondées sur 
la propriété du carré de l’hypoténuse. 

Le triangle ABC donne : cos s « 4 - sin* a = R*. 

Le triangle ADC conduit à R* 4 - tang^a^sec*!/. 

Et enfin le triangle AF'G' à R* 4- cot*« = coséc *«. 

Les précédentes formules servent k passer d’un système 
de lignes à un autre, ces dernières servent à passer d’une 
ligne à une autre du même système. 


162. Voulons-nous introduire les expressions conven- 
tionnelles dont nous venons de parler dans les formules 
destinées à calculer les sinus et cosinus d’une somme ou 
d’une différence d’angles, quand on connaît les sinus et 
cosinus de ces angles? Représentons par « l’angle CAB 
{fig. 47), par 4 l’angle CAE ou CAL EH deviendra 
sin («4-4) ; H A , cos («4-4) ; 1K , sin (a — 4) ; R A, cos [a — 4) ; 
les lignes CB, BA, prendront les noms desiu«, cos «, et 
les lignes ED, DA, ceux de sin 4, cos 4. CA sera remplacé 
par R. Voici les nouvelles formules sous lesquelles appa- 
raîtront les égalités , 

. . sina cos 4 4- sin 4 cos a 

sm(« 4-4) = 1 , 


cos (a 4- 4) 


cosa cos 4 — sin a sin 4 

R 
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sin {a — b) — 


sino cosé — sin berna 
II 


, cosacosè4-sinasin5 

cos (a — b) — — ^ . 


Si nous connaissons les sinus et cosinus d’un angle a 
très-petit, nous pourrons, comme nous l’avons dit plus 
haut, au moyen des deux premières de ces équations, 
trouver le sinus et cosinus de tous les angles multiples. 
Supposons, en effet, que b soit égal à a, nous aurons, 
sin2a = 2sinacosa, cos2a = cos*a — sin*a. 

Remplaçant ensuite b par 2 a, nous obtenons 
sin S a = sin a cos2a-i-sin2a cos a 
cos 3 a = cosa cos 2 a — sin a sin 2 a. 


Nous pourrions continuer ainsi ; mais il suffit d’avoir in- 
diqué la marche suivie pour la formation des tables de 
lignes trigonoraétriques appelées tabla de sinus. Si nous 
n’avons pas reproduit le dénominateur R, c’est que nous 
l’avons supposé égal à l’unité. 


163. Nos tables faites, venons à leur emploi. 

Compléter d’abord les triangles rectangles est la chose 
la plus facile. Supposons un triangle (fig. 50) dont nous 
connaissions l'angle a, par exemple, et le côté BC (l'angle 
droit, toujours connu, complète le nombre des trois élé- 
ments nécessaires pour la détermination <!u triangle); 
nous cherchons dans la table le ««ms qui , dans les trian- 
gles types, correspondrait à l’angle a; cela fait, en sup- 
posant que le petit triangle dont ce «inus fait partie soit 
placé dans la position AED ( DE représente le sinus cher- 
ché) , nous trouvons entre les côtés homologues le rap- 
port suivant : 

AD ou 1 (le ray on):. si ni»:: AB : BC. 
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Dans cette proportion, AB (l’hypoténuse) est la seule 
inconnue : après l'avoir calculée, il ne restera plus qu’à 
faire usage de la formule du carré de l’hypoténuse pour 
trouver le troisième côté. 

164 . L’angle b étant le complément de l’angle a , nous 
pouvons, dans la proportion ci-dessus, remplacer sin «par 
cosô, si nous supposons que ce soit cos b qui s’y trouve 
inconnu; tandis que AB et BC sont donnés, nous en tirerons 

l’expression suivante : cos b= ^j, qui apprend que, dans 

un triangle rectangle, le cosinus de chacun des angles ai- 
gus est égal au côté de l’angle droit qui sert il le former, 
divisé par l’hypoténuse. 

165 . Si nous voulons employer, non plus le système 
des sinus, mais celui des tangentes, dans le cas où l’on 
donne l’angle a et le côté BC, nous cherchons dans la 
table la tangente qui ferme le petit triangle dont l’angle 
au centre est b, angle que nous connaissons, puisqu’il 
est le complément de l’angle «, et, en supposant ce petit 
triangle placé dans la position BFG (FG est la tangente 
cherchée), nous trouvons la proportion suivante entre 
les côtés homologues ; 

BG ou 1 ( le rayon ) : tangô :: BC: AC. 

Connaissant maintenant les deux côtés de l’angle droit, 
il est facile d’arriver à la connaissance de l’hypoténuse, 
au moyen de la somme des deux carrés. 

166 . Passons aux triangles non rectangles. Supposons 
d’abord que l’on donne les trois côtés du triangle ABC 
( fig . 51); il s’agit d’en calculer les angles. Si les seg- 
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ments DB, DC, que forme la hauteur AD en tombant 
sur la base, étaient connus, il ne resterait plus qu’à em- 
ployer, pour trouver les angles b et r, la formule qui tout 
à l'heure donnait un cosinus dans un triangle rectangle. 
Nous allons chercher la longueur de ces segments, et, 
pour cette fin , traçant une circonférence du point A pris 
pour centre, avec un rayon égal au côté AC, puis pro- 
longeant le côté AB jusqu’à sa rencontre, nous ferons 
usage de la propriété énoncée dans le n° 94 (nous y avons 
vu que deux sécantes sont en raison inverse de leurs 
parties extérieures), et nous écrirons la proportion sui- 
vante : BE ou (BA + AC) : BC ou (BD-f-DC) BC'ou 
(BD — DC) : BF ou (BA — AC). Cette proportion donne 
la valeur de (BD — DC), qui est le seul terme inconnu. 
De la sorte, nous avons à la fois la somme et la diffé- 
rence des segments BD et BC, ce qui suffit (n‘117), 
pour déterminer l’un et l’autre. Le plus grand, BD, 
est égal à la demi-somme augmentée de la demi-dif- 
férence, c’est-à-dire qu’il est représenté par l’expression 
suivante : 


D== ^BC-|- i — 


BC 8 4-bT j — AC*. 


Maintenant que BD est connu , portons-le dans la for- 
mule propre à donner le cosinus d’un angle dans le 

triangle rectangle, formule qui est ici cos 6 = ^5, nous 

A D 

B( ,9 -i-BA 3 AC 9 

obtiendrons cette égalité finale, cos 4= — — -• 

1 AB . BC. 


167 . Nous calculerons de la même manière cos c, tant 
que l’angle c sera aigu ; mais le pourrons-nous encore lors- 
que cet angle, devenant obtus, se présentera sous la forme 
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AC' B? La proportion entre les sécantes et leurs parties 
extérieures devient alors 

BA-+-AC': BC' + 2DC :: BC': BA — AC', 
et nous en tirons l’égalité suivante : 

BC'* -t- 2 BC' . DC = !P - XC\ 
puis cette autre. 


DC = 


BA 9 — AC' a — BC 
2 BC' 




Cette valeur de DC ou DC' permet d’exprimer le cosinus 
de l’angle AC' D, supplément de l’angle AC' B, que nous 
nous proposons de trouver; mais les cosinus de deux an- 
gles suppléments l’un de l’autre ne diffèrent que par le 
signe. Lors donc que nous aurons calculé celui de l’angle 
ACD, nous le donnerons à l’angle ACB par le changement 
de son signe. Voici l’expression du cosinus auxiliaire : 

. r , DC BÂ a — ÂC' 3 — BC 78 

c ° sACD =tc' = — 2 ac.bc — 

Le changement de signe du numérateur lui donne la 
forme suivante qui appartient à l’expression de 

"ÂC ,S 4-BC ,S — BÂ S 
cosAC B, ou cosr= 2 icn»? * 

Nous pouvons conclure maintenant que, quel que soit 

l’angle, aigu ou obtus, l’expression de son cosinus con- 
serve toujours la même forme. 


168 . Nous remarquerons que la connaissance de l’un 
des deux segments BD, DC, permet de calculer facilement 
la hauteur du triangle proposé. 

169 . Nous observerons encore que de la formule qui 
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nous a donné la valeur du segment BI) on peut déduire 
cette autre : 

AC* = BC* 4-M* — 2 BD . BC, 
qui démontre que, dans un triangle non rectangle, le carré 
du côté opposé à un angle aigu est égal à la somme des 
carrés des deux autres côtés diminuée de deux fois le 
rectangle BD. BC ( fig . 51); puis, que de la formule qui 
donne le segment DC ou DC', dérive celle-ci : 

¥Â* = ÂC 7 * -4- BC 7 * -+- *2 BC'. DC', 
qui montre que le carré du côté opposé à un angle obtus 
est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, aug- 
menté de deux fois le rectangle BC'. DC'. 

170 . Passons maintenant au cas où, avec deux côtés, 
on connaît l'angle qu’ils comprennent. Pour trouver le 
troisième côté, nous pouvons employer la formule du cas 
précédent, en y supposant cos b connu, et le côté AC, 
opposé à l'angle b, inconnu, après lui avoir donné la forme 
suivante : AC* == AB* -t- BC" — *2 AB . BC . cosô. 

La connaissance des trois côtés et d’un angle, nous 
place alors dans un cas que nous allons examiner plus 
loin, cas dans lequel les quantités données seront deux 
côtés et l’angle opposé à l'un d’eux. 

On peut aussi, dans le cas présent, chercher immédia- 
tement les deux angles inconnus avant de déterminer le 
troisième côté. Voici comment. Ces deux angles, ajoutés à 
l’angle connu, doivent compléter deux angles droits; nous 
trouvons donc facilement leur somme, et par conséquent 
leur demi-somme; il ne faudrait plus, pour les déterminer 
l’un et l'autre, que connaître leur demi-différence (n" 117). 
Cette demi-différence est facile à obtenir mécaniquement, 
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en traçant une circonférence du point A pris comme centre 
{fig. 52), avec un rayon égal au côté AC, puis, joignant 
le point C au point D, où se trouve coupé le côté AB. Par 
cette opération, l’angle ACB se trouve partagé en deux 
angles, dont l’un, ACD, est la demi-somme des angles 
inconnus c et b (c’est l’angle a que nous supposons connu) , 
attendu que les deux angles égaux ACD, ADC, donnent 
la même somme que les angles ACB, ABC, ou c et b : en 
effet , l’addition des uns ou des autres à l’angle a conduit 
à la valeur de deux angles droits. L’autre angle par- 
tiel, DCB, qu’il faut ajouter à la deini-somme pour ob- 
tenir l'angle c, ne peut être, par conséquent, que la demi- 
différence. (Des deux quantités, avons-nous dit, la plus 
grande est égale à leur demi-somme augmentée de leur 
demi-différence.) Si, maintenant, nous regardons la lon- 
gueur DC comme le rayon des tables, ou l’unité, la per- 
pendiculaire élevée au point C de cette ligne, dans l’angle 
EDC, qui représente la demi-somme, jusqu’à la rencontre 
de l’autre ligne de cet angle, au point E, figurera matérielle- 
ment la tangente de cette demi-somme ; la perpendiculaire 
élevée au point D de la même ligne DC, dans l’angle DCB, 
représentant la demi-différence, jusqu’à la rencontre de 
l’autre côté de cet angle, au point F, figurera matériellement 
la tangente de cette demi-différence. Lesimilitude des trian- 
gles BDF, BEC, va nous conduire de cette détermination mé- 
canique de la tangente de la demi-différence, à la longueur 
calculée rigoureusement. En effet, dans la proportion sui- 
vante, qui en dérive, BEou (BA-+-AC):BI)ou (B A — AC ou 

AD) tang ~~ : tang le seul terme inconnu est la 

tangente de la demi-différence. Cette tangente déterminée, 
nous trouvons dans les tailles l'angle auquel elle appar- 
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tient; nous en prenons la moitié, et nous l'ajoutons à la 
moitié de la somipe, ce qui donne l’angle c. L’angle b 
s’obtient en retranchant au lieu d’ajouter. La connais- 
sance des trois angles et de deux côtés nous replace en- 
core dans le cas où l’on donne deux côtés et l’angle opposé 
à l’un d’eux. 

Nous avons supposé l’angle c aigu : nos constructions, 
nos raisonnements et nos résultats seraient encore les 
mêmes dans le cas où cet angle serait obtus. 

171 . Supposons, en troisième lieu, que l’on connaisse 
les deux côtés AB, AC (fig. 53), et l’angle b opposé au 
côté AC. 11 s’agit de calculer l'angle C opposé à l'autre 
côté donné : voici comment nous le ferons. Une perpen- 
diculaire AD, abaissée du sommet sur la base, partage le 
triangle en deux triangles partiels, ABD, ACD, qui, étant 
rectangles, conduiront (n° 1(53), l'un à cette proportion, 
1 : sin 6 :: AB : AD ; l'autre à celle-ci, 1 : sine :: AC : AD. 
La première donne pour valeur de AD, le produit AB. sin ô; 
la seconde, pour expression de la môme ligne, donne 
AC. sine. Ces deux formes différentes d’une même quan- 
tité produisent l’égalité AB . sinô = AC . sine, où sin b est 
la seule inconnue. 

Nous avons supposé la perpendiculaire tombant dans 
l’intérieur du triangle : si elle tombait au dehors, nous 
arriverions encore à la môme formule. En effet, dans la 
fig. 54, nous trouvons pour exprimer AI), d’une part, 
AB . sin b, et, d’autre part, AC . sin ACD; or ACD étant 
supplément de l’angle C, a même sinus que cet angle, 
nous pouvons donc, au lieu de sin ACD, écrire sinr, et, 
par là, nous retomberons sur l’égalité écrite ci-dessus. 

La connaissance de l’angle b conduit à celle du troi- 
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Bième angle. 11 est facile ensuite de calculer le côté inconnu 
au moyen de l’égalité que voici : BG. sin b = AC . sin a, 
égalité que nous formons de la même manière que la pré- 
cédente, en prenant, non plus BC, mais AB pour base, et 
dans laquelle BG est la seule quantité inconnue. 

172 . Nous arrivons enfin à un dernier cas, dans lequel 
nous supposons donnés deux angles et un côté. Chacun 
des côtés inconnus se trouvera au moyen d'une égalité 
analogue à celle que nous venons d’écrire en dernier 
lieu, c'est-à-dire que, si c'est le côté AB que l’on donne, 
pour arriver au côté AC, nous ferons usage de cette éga- 
lité, AB. sin b— AC. sine, dans laquelle AC est seul in- 
connu; et pour obtenir le côté BC, nous emploierons cette 
autre égalité, BC . sine = BA. sin a, dans laquelle BC est le 
seul facteur que nous ne connaissions pas. 

173 . Maintenant que nous savons compléter par le 
calcul un triangle dont on donne trois éléments, y com- 
pris un côté, disons quelques mots de la fiction au moyen 
de laquelle les formules précédentes sont employées à 
calculer l'élévation, la distance, les rapports avec leur 
voisinage d’objets inaccessibles. Nous entrerons sur-le- 
champ dans les exemples. J’aperçois un phare élevé en 
mer sur des rochers; je veux en connaître la hauteur. 
J’imagine aussitôt un vaste triangle rectangle, dont l’hy- 
poténuse s’étende du lieu où je suis jusqu’au sommet de 
la tour : l’axe de l’édifice forme un des côtés de l'angle 
droit ; l'autre côté est la distance qui me sépare du pied de 
cet axe. Si je pouvais, en m’avançant directement vers 
cet axe, mesurer ce troisième côté, comme du lieu de 
ma station, je puis, au moyen d’une lunette tournante 
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autour du centre d’un cercle gradué, disposé verticale- 
ment, déterminer l’angle qui m’est contigu, j'obtiendrais 
facilement le côté vertical avec le secours de l’équa- 
tion, AC = BC . tang. b (n° 165), dans laquelle le côté AG, 
supposé vertical, serait seul inconnu. Il n’en est pas ainsi. 
Appelons à notre aide un triangle dont la base reposera 
sur le rivage, ayant pour longueur notre distance à quelque 
objet voisin remarquable, et dont le sommet s’appuiera 
sur le point le plus élevé du phare. Ce nouveau triangle, 
qui n’est pas rectangle comme le précédent, formerait, si 
sa surface était matérielle, une espèce de pont, fort large 
sur le rivage, puis, s’élevant en pente et en diminuant de 
largeur, vers le sommet de l’édifice où il viendrait se ter- 
miner en pointe. Placés d’abord à l’une des extrémités de 
la base, nous pouvons mesurer l’angle qui s’y trouve, en 
dirigeant alternativement notre lunette sur le sommet et 
sur l'autre extrémité, à laquelle nous allons ensuite nous 
placer, ayant soin de mesurer, chemin faisant, la distance 
qui nous en séparait; et, lorsque nous y sommes arrivé, 
nous mesurons, comme précédemment, l’angle dont le 
sommet s'y trouve appuyé. Nous avons, de la sorte, ac- 
quis la connaissance de la base et des deux angles adja- 
cents du second triangle auxiliaire; c’est assez pour le 
calculer entièrement, et, par conséquent, pour déterminer 
l’hypoténuse du premier triangle, laquelle forme un des 
côtés du second. Or, l’hypoténuse et l’angle qui a été 
mesuré le premier, conduisent à la connaissance de la hau- 
teur cherchée, avec le secours de l’équation BC = AB. sina 
(n° 163), dans laquelle BC, seul inconnu, représente l’é- 
lévation que nous voulons calculer. 

1 74 . Un brisant se montre dans le voisinage du phare 
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désigné ci-dessus. A quelle distance se trouve-t-il du point 
de la côte que j’occupe? J'imagine encore un triaugle, dont 
il formera le sommet, et dont la base reposera sur le ri- 
vage. Je puis mesurer cette base et les deux angles qui la 
terminent; il ne me reste plus qu’à compléter le triangle 
dont je connais un côté et les angles adjacents : ce que je 
sais faire. 

175 . Je veux connaître encore l'intervalle qui sépare 
le phare du brisant. Pour cette fin, je vais calculer la dis-» 
tance du rocher qui supporte le phare au point de la côte 
que j’occupe, de la même manière que j’ai calculé tout à 
l’heure la distance du brisant à ce point; je vais, de plus, 
mesurer l’angle formé par les lignes qui se rendraient de 
ce même point, l’une au brisant, l’autre au phare. Je 
connaîtrai de la sorte deux côtés et l’angle compris, du 
triangle dont la distance cherchée représenterait le troi- 
sième côté. En cas pareil, je sais compléter ce triangle. 

176 . 11 ne sera pas inutile d’ajouter ici quelques mots 
relatifs à la manière de déduire la hauteur du triangle de 
la connaissance de ses angles et de ses côtés. 

177 . Si nous connaissons les trois côtés, nous ferons 
usage de l’expression de la longueur BD(/îÿ. ôl), l’un 
des segments que forme la hauteur AD en rencontrant la 
base, expression que nous avons trouvée précédemment 
(n° 166) avec le. secours des côtés seulement; en, l’in- 
troduisant dans la formule du carré de l’hypotémise, 
appliquée au triangle ABI) et mise sous la forme suivante 
BD" = AB' — AL)’, cette formule n'offrira d’autre terme 
inconnu que le carré de la hauteur. 
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1 78. Si nous connaissons l’un des angles formés à la 
base et le côté qui, de cet angle, se rend au sommet du 
triangle, nous emploierons la formule qui donne dans un 
triangle rectangle la longueur du côté opposé à un angle 
aigu, lorsque l’on a la mesure de cet angle et celle de 
l’hypoténuse. Dans cette formule que voici, BC = AB.sina 
(fig. 50, n° 163), a représentant l’angle connu, et AB le 
côté, également connu, qui va de cet angle au sommet, 
il ne reste de quantité non connue que BC, qui repré- 
sente la hauteur que nous voulons calculer. 

1 79. Dès que nous réduirons à deux les éléments don- 
nés, il ne sera plus possible de compléter le triangle -, mais 
nous verrons apparaître dans les résultats une indétermi- 
nation qui, au moyen de certaines conventions, donnera 
naissance à des constructions géométriques remarquables ; 
constructions qui, étant subordonnées aux calculs, pren- 
dront cent formes variées au gré du calculateur. 

180. Supposons d’abord que l’on ne donne que l’un 
des angles aigus du triangle rectangle ABC (fig. 55), 
l’angle A par exemple. La formule B0 = AC. tangA, qui, 
précédemment (n° 105), servait à trouver un des côtés 
de l’angle droit lorsqu’on donnait l'autre côté et l’nn des 
angles aigus, et qui n’offrait alors qu’une seule quantité 
inconnue, en présente deux maintenant, ce qui ne permet 
d’obtenir l’une d’elles qu’en donnant à l’autre une valeur 
arbitraire : ce qui, par conséquent, donne lieu à une in- 
finité de solutions. Ces deux inconnues, dont l’une par sa 
variation fait constamment varier l’autre, prennent le nom 
de t aria blet. Représentons ces variables par .r et y, et 
tang Apar a : l'équation devienty =ax. Si nous convenons 
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de ne figurer géométriquement que les sommités de y , 
cette équation va donner une ligne droite indéfinie, for- 
mant un angle A avec la ligne AC, qui, prolongée indé- 
finiment, prend le nom A’ axe des x, et un angle 100° - A 
(complément de l’angle A) avec une autre ligne élevée 
perpendiculairement à la première au point A, et qui se 
nomme axe des y. Le point A s’appelle origine des x et 
des y, ou simplement origine ; x et y portent encore le 
nom de coordonnées des points de la ligne représentée. 

181. La ligne que nous venons d’obtenir, et qui n’est 
autre chose qu’une hypoténuse commune à tous les 
triangles rectangles dont la construction est possible avec 
nos données, cette ligne, disons-nous, n’occupe que l’un 
des quatre angles formés autour de l’origine par les deux 
axes (nous les supposons prolongés inférieurement et à 
gauche); si l’on voulait lui comparer quelque autre ligne 
située dans le même plan, il faudrait avoir égard à la posi- 
tion de la ligne nouvelle relativement à ces axes. Exami- 
nons diverses circonstances qui se peuvent présenter. 

182. Si la seconde ligne, passant par l'origine, est si- 
tuée en partie dans l’angle yAx, et en partie dans l’angle 
XAY, nous pourrons bien représenter la première por- 
tion par l'équation y = a'x (y et a? ne sont pas les mêmes 
que précédemment, et cl appartient à un angle différent 
de l'angle A); mais l’autre portion comment la représen- 
terons-nous? Comme elle offre une direction opposée à 
la première, comme ses x et ses y sont mesurés dans des 
directions opposées à celles qu ils avaient tout à l’heure, 
il y a lieu de faire entrer ces nouveaux x et y dans le calcul 
avec le signe — , puisque précédemment ils y entraient 
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avec le signe Quant à l'inclinaison , on la compte tou- 
jours au-dessus de l’axe des x et à droite, de sorte que sa 
tangente reste la même. Nous obtiendrons donc pour 
équation de la seconde portion de la nouvelle ligne, 
— y = a'[— x) = — dx. 11 est aisé de voir que cette der- 
nière égalité rentre dans la précédente, puisque, dans 
celle-ci, l'apparition de x négatif donne sur-le-champ à y 
une valeur négative. La totalité de la seconde ligne est 
donc figurée par l’équation unique, y=dx. 

183. Si la ligne, passant toujours par l’origine, se 
trouve située en partie dans l’angle yAX, et en partie 
dans l’angle opposé xAY, l’inclinaison sur l'axe des x dé- 
passe un angle droit, ce qui rend sa tangente négative : 
de plus, les x de la portion supérieure doivent être regar- 
dés comme négatifs, tandis que ses y restent affectés du 
signe -H, et les y de la portion inférieure apparaissent 
négatifs à côté de ses x qui sont positifs. Nous aurons 
donc, pour représenter la première portion, cette équa- 
tion .y — — a"( — x) — d'x (y et x sont encore différents 
de ceux qui ont été précédemment employés, et d' ap- 
partient à un angle autre que ceux dont les tangentes sont 
a et «'), et, pour représenter la seconde partie, celle-ci : 
— y— — d'x, qui rentre dans la précédente, de même que 
— y = —dx rentrait dans y=dx. 

184. Une équation unique, y=ax, peut donc repré- 
senter toutes les positions possibles d’une ligne passant 
par l’origine, quand on y fait varier convenablement les 
signes de y, de x, de a, et les valeurs de cette dernière 
quantité. 

185. Si nous supposons le triangle variable transporté 
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parallèlement à lui-même, de manière que son sommet A 
vienne occuper la position A' distante d’une longueur b 
de l’origine {fig.bQ), les x n’auront pas changé, mais les y 
se seront tous accrus de cette quantité b , de sorte que, 
dans cette nouvelle situation relativement aux axes, la li- 
gne sera représentée par y=-.ax + b. Si, au lieu de cela, 
le sommet A avait descendu de la longueur b au-dessous 
de l’origine, tous les y auraient éprouvé une diminution 
de b, et l’équation serait devenue y=ax — b. Si le chan- 
gement de place avait eu lieu suivant la direction de 
l’axe des x, l’accroissement ou la diminution aurait affecté 
les x. 

186. Supposons, en second lieu, que l’on ne donne que 
la longueur de l’hypoténuse. Dans la formule qui lie le 
carré de l’hypoténuse aux carrés des deux autres côtés, il 
restera deux variables, de sorte qu’elle deviendra, si l’on 
représente l’hypoténuse par r, r*=x*-i- y', la construc- 
tion des sommités des y donnera un quart de cercle, 
ayant pour centre l’origine et s’appuyant sur les deux 
axes, ou plutôt un cercle entier dont l’origine sera le 
centre, car j 1 * et y* sont aussi bien les carrés de — a: et 
de — y que de -\-x et -4 -y. 

187. Si nous portons le sommet, placé d’abord à l’ori- 
gine, en un point de l’axe des x situé à une distance r à 
droite de cette origine, nous voyous la base AC (fig. â7), 
qui, tout à l’heure, était représentée par x, l’être, après 
cette opération, par OC, c’est-è dire le nouvel x diminué 
de OA ou r, de sorte que la formule du carré de l’hypoté- 
nuse devient 

r*=y â -4- (x— r)*— y* -f- x*-t- r* — 2 rx : 
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puis, y i -\-x a =2rx\ c’est l'équation d’un cercle dont le 
centre est placé sur l'axe des x, à une distance de l’origine 
égale à celle de son rayon, de sorte que l’axe des y per- 
pendiculaire à l’extrémité de ce rayon représente une tan- 
gente. 

188 . Nous pouvons arriver par le calcul à cette propor- 
tion déjà connue : une ligne moyenne proportionnelle 
entre les deux parties d’une longueur donnée, n’est autre 
chose que l’ordonnée (y) du cercle qui a cette longueur 
pour diamètre. Soit 2r cette longueur; si nous représen- 
tons par x l’un de ses segments, l'autre sera figuré par 
2r — x-, en désignant la moyenne demandée par y, nous 
aurons la proportion suivante : x : y :: y : 2r — x, de la- 
quelle nous déduisons^* — 2r.r— .x*, puis y*-+- x*=2rx. 

189 . Des triangles rectangles, passons aux triangles 
quelconques. Donner à la fois un côté, la somme des deux 
autres et leur différence, ce serait faire connaître trois élé- 
mepts : le triangle serait complètement déterminé. Au 
lieu de cela nous allons supposer que l’on ne donne que 
deux de ces choses, et d’abord un côté et la somme des 
deux autres. 

190 . Soit 2 a cette somme. Si nous appelons b la hau- 
teur du triangle dans le cas où il serait isocèle, c’est-à- 
dire dans le cas où les deux côtés inconnus seraient égaux, 
et où la hase connue serait partagée par la hauteur en 
portions égales, chacune de ces portions serait représen- 
tée par y a* — b 1 , en vertu de la formule du carré de l’hy- 
poténuse; de cette sorte la base entière, déjà figurée 
par un nombre donné B, aura pour expression nou- 
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velle 2 \ja l — b'\ ce qui nous permet d’établir l’égalité, 

B = 2 yV — b 1 qui fournira la valeur de b. Prenons pour 
origine le milieu de la base, et cherchons le rapport 
qui existe entre la hauteur y et la distance .r, de son 
pied à l’origine, comme si l’une de ces deux quantités 
était connue, et qu’il s’agît de calculer l'autre (nous sa- 
vons que la connaissance de l'une d'elles achèverait de 
terminer le triangle en question). Le triangle BDC (/ïy.58) 
donne la relation suivante : 

BD' = BC 2 - DÏÏ\ ou y* = BC 2 —(y ïï'—p—xf. 

En supposant pour l’instant que x est une quantité 
connue, cette équation contient, outre la variable y, une 
autre longueur inconnue BC qu’il faut faire disparaître. La 
connaissance de x donne les deux segments de la base 
formé par la hauteur; il suit de là qu’en établissant pour 
ce triangle la proportion que précédemment (n° 166) 
nous avons vu exister entre la somme de deux côtés, leur 
différence, et la somme et la différence des segments du 
troisième côté, le terme composé de la différence des côtés 
pourra être considéré comme le seul inconnu, et, par 
suite, être calculé au moyen des trois autres. Écrivons 
cette proportion : 

AB-+-BC: AD-t-DC AD— DC : AB — BC ; 

* 

le remplacement de chaque terme par son expression 
déduite des conventions faites ci-dessus, lui donne cette 
autre forme, 

2a: 2 ya' - b' \\ (y'a 1 — 6» -+-*) — ( v 'a* — 6 1 — x): (2 a — BC) — BC, 

qui, quand on fait les réductions et que l’on divise chaque 
terme par 2, devient a: y/a 1 — b'wz’.a — BC. Nous en ti- 
rons «*-— a. 13C — x y'a 1 — b 1 ; puis,a.BC=a* — iry'u 1 — b*. 
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Il ne reste plus qu’à élever au carré les deux membres 
de cette égalité pour obtenir la valeur de BC*. Cette 
valeur obtenue , nous la porterons dans la première 
équation, et finalement, lorsque toutes les opérations et 
réductions algébriques seront terminées (nous en suppri- 
mons ici le détail), nous arriverons à cette équation der- 
nière : 

a* y* -+- 6* j* = a* b* 

dont la représentation géométrique est une courbe qui 
porte le nom d'ellipse. Nous observons, comme nous l’a- 
vons fait pour l’équation du cercle, que l’apparition des 
seuls carrés de y et de a - permet de construire quatre 
portions de courbe symétriques deux à deux, et formant 
par leur réunion une courbe fermée ressemblant à un 
cercle écrasé. Un premier quart est fourni par y et x po- 
sitifs, un second par y positif et x négatif, un troisième 
par x et y négatifs, et le dernier par .r positif et y négatif. 

191 . Cette courbe, qui représente la série des sommets 
de tous les triangles isopérimètres (c’est-à-dire qui ont 
même contour), à base fixe, se peut tracer facilement de 
la manière suivante : On attache aux deux extrémités F, F' 
( fig . 59) d’une base donnée, un fil d’une longueur déter- 
minée; avec le secours d’un crayon, on tend ce fil de 
sorte qu’il forme triangle avec la base; puis on conduit le 
crayon obliquement de droite à gauche ou de gauche à 
droite, de manière à tenir toujours le fil dans un même 
état de tension, tout en lui permettant de glisser. Che- 
min faisant, le crayon trace la courbe désirée. 

192 11 est clair que notre crayon viendra rencontrer de 
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part et d’autre les prolongements de la base fine, à égale 
distance de ses extrémités; or, le point où il rencontrera 
le prolongement de droite, sera éloigné de l’extrémité 
gauche de la base, de la longueur de la plus grande por- 
tion du fil tendu, c’est-à-dire de la longueur totale du fil 
diminuée de la distance du point où s’est faite la rencon- 
tre à l’extrémité de la base qui en est le plus rapprochée 
(extrémité droite); donc la distance du point de ren- 
contre de gauche à l’extrémité gauche de la base, ajoutée 
à cette plus grande portion, reproduira la longueur totale 
du fil. Nous voyons ainsi que l’intervalle qui sépare les 
points de rencontre de la courbe avec les prolongements 
de la base, est égal à la somme 2 a qui était donnée. 
Cette longueur 2 a s’appelle le grand axe de l’ellipse, et 
2 b porte le nom de petit axe. 

193 . Nous pouvions d’ailleurs déduire ce résultat de la 
liaison que nous avons trouvée entre x et y. En effet, 
lorsque le sommet du triangle vient toucher l'axe des x, 
la hauteur se réduit à un point, c’est-à-dire que y devient 
nul; annulons donc cette variable dans l’équation, et 
nous verrons quelle est la valeur de x qui correspond à 
cet état de la hauteur. En devenant 0, y fait disparaître 
le premier terme du premier membre, de sorte qu’il 

, reste pour trouver la valeur de x correspondante, cette 
équation b*x* = a a b a , de laquelle nous tirons, x = + //. 

194 . Le procédé mécanique que nous venons d’em- 
ployer va nous conduire à une propriété bien remarqua- 
ble de la courbe tracée. Le fil glissait sur notre crayon 
comme sur la gorge d’une poulie, de sorte que, quoique 
inégalement partagé, il se trouvait également tendu de 
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paî t et d’autre, et que de la sorte ses deux portions re- 
présentaient constamment deux résistances ou deux forces 
égales, formant un certain angle par leurs directions. Or 
on sait que deux forces égales qui agissent dans des di- 
rections différentes, produisent le même effet qu'une force 
unique qui occuperait la partie moyenne de l’espace qui 
les sépare, et qui serait avec chacune d’elles dans un 
certain rapport d'intensité sur lequel nous ne nous arrê- 
terons pas, attendu que nous n’avons besoin que de la 
direction de cette force unique. Oue cette direction 'sé- 
pare en deux l’angle formé par les directions des deux 
autres forces, c’est ce qui ne saurait être l’objet d’un 
doute, puisque l’égalité de ces deux forces ne permet pas 
de rapprocher leur résultante de l’une d’elles plutôt que 
de l’autre. Nous pouvons donc Imaginer qu’à chaque in- 
stant les deux portions du fil sont remplacées par un 
fil unique qui partagerait par moitié l’angle *qu’ellcs 
forment. Ce fil hypothétique, d’une direction sans cesso 
variable, mais, dont chaque état durera toujours un ins- 
tant, fort court à la vérité, agira pendant chacun de 'ces 
instants de la même manière que la rayon d'un cercle, 
c’est-à-dire que le crayon placé à son èxtrémité tracera, 
pendant chaque instant nouveau, un petit élément sensi- 
blement rectiligne et perpendiculaire à la direction de ce 
fil rayon. Les deux portions du fil réel qui, avons-nous 
dit, formeraient des angles égaux avec le fil supposé, se- 
ront, par suite, également inclinés, l’un à droite, l’autre 
à gauche, sur l’élément rectilignè dont nous venons de 
parler. Il n’est pas nécessaire, je pense, de démontrer ici 
que si deux lignes sont également inclinées sur une ligne 
donnée, elles le sont aussi sur ^perpendiculaire à cette 
troisième. 


12 
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195 . Cela établi, supposons que l'on remplace chacun 
des éléments rectilignes de la courbe par une petite sur- 
face plane, et qu'à l’une des extrémités de la base fixe 

.. ‘du triangle variable, on place un corps émettant des 
rayons lumineux ou calorifiques : connue il est d’expé- 
rience que les rayons projetés sur un plan, forment, en 
s’y réfléchissant, un anjçle qui a pour bissectrice la per- 
pendiculaire élqvée au point de rencontre, ce que l’on 
exprime ordinairement par ces mots, l’angle de réflexion 
est égal à l’angle d'incidence, tous les rayons qui viendront 
rencontrer les petites surfaces élémentaires, iront, après 
s'être réfléchis sur elles, se croiser à l’autre extrémité de 
la base' fixe. L’an a donné le nom de foyer à ce point où 
les rayons viendraient se réunir en faisceaux, de même 
qu’à celui qui serait pour tous le lieu de départ. 

I ' 

196 . *Le fil que nous avons imaginé perpendiculaire 
aux éléments de l’ellipse-, est ee que l’on nomme normale ; 
cette dénomination appartient à toute ligne perpendicu- 
laire sur un élémçnt d’une courbe. L’élément lui-môipe 

• "» * 

. prolongé dé part ef d’autre donne une ligne droite que 
l’on appelle tangente à la courbe. 

• 197 . Dans le cas où flous ne connaîtrions que les deux 
axes d’une ellipse, il deviendrait aisé de déterminer ses 
foyers, en remarquant que ces poiuts sont distants de l’o- 
rigine bu du milieu du grand axe, .d’une longueur repré- 
sentée par sfa* — b- , 'c’est-à-dire égale à la base du 
, ftiangle rectangle qui a pour hauteur le demi petit axe b, 

. et pour hypoténuse le demi grand axe a. 

. • 

** • 

198 . L’équation d’un cercle qui aurait le grand axe 2a, 


» . . . •’ . e . s ■, 
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pour diamètre, serait y* -+- x- = u\ Tous les .r seraient les 
mêmes que pour l'ellipse, mais les y sortiraient de cette 
courbe pour arriver jusqu'au cercle qui l'envelopperait. 
Dans quel rapport de longueur seront les y des deux 
lignes? De l'équation du cercle nous tirons cette ex- 
pression : y — v'a ! — x 1 ; de celle de l’ellipse nous tirons 

celle-ci : y = - va 2 — x x . La division de ces valeurs l’une 
J a 

par l’autre donnera, en vertu de l’égalité des deux fac- 
teurs y' a* — .r' , dans lesquels x est le même , 

y de l’ellipse b 

y du cercle a ' 

Ce qui démontre que Yy de l’ellipse est constamment 
à celui du cercle dans le rapport du demi petit axe au 
grand axe. 

199 . Nous tirons de là un nouveau moyen de con- 
struire mécaniquement une ellipse. On prend une règle 
AC (/ig. 00) de la longueur du demi grand axe, on lixe 
une pointe sur cette règle au point B, choisi de manière 
que la longueur BC soit égale au demi petit axe. Ou 
place l’extrémité A, par exemple, sur la partie négative 
de l’axe des y, le point B sur l'axe des x positifs, et un 
crayon à l’extrémité C ; puis on fait mouvoir la règle de 
manière que les points A et B, tout en marchant l’un et 
l'autre, n’abandonnent pas les axes sur lesquels on les a 
placés ; la courbe se t rouve tracée par le mouvement du 
crayon. 

Il nous faut montrer - que cette courbe est une ellipse. 
Si par l'origine nous menons une ligne OD parallèle à une 
des positions de la règle, jusqu’à la rencontre du pro- 
longement de Yy donné par cette position, cette parallèle 
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sera de même longueur que AC, c’est-à-dire égale au 
demi grand axe, et par conséquent le point L) appartiendra 
au cercle dont le rayon serait a. Or les triangles sem- 
blables CBE, DDE, donnent la proportion suivante : 
CE: DE:: CB:DO, ou ::b:a. 

Si donc DE est un y du cercle, CE sera l’y correspon- 
dant de l’ellipse. 

200 . Prenons maintenant un côté et la différence des 
deux autres. Comme il est une infinité de couples de 
nombres qui offrent la même différence, nous pouvons an- 
noncer d’avance que le nombre des y, et par suite des 
éléments de la courbe, doit être infini, ce qui n’avait pas 
lieu dans le cas précédent ; cette courbe par conséquent 
ne saurait être fermée dans le genre du cercle et de l’el- 
lipse. 

Quand nous prenions la somme des côtés, pour que le 
triangle fût possible, elle devait être plus grande que la 
base : maintenant que nous prenons la différence, il faut 
par le même motif qu’elle soit moindre que la base. Si nous 
la représentons par 2 </, la longueur a devra être plus 
petite que la moitié de la base, ou, si l’on veut, la moitié 
de la base devra dépasser la longueur y/ü» ; nous pou- 
vons supposer dès lors cette demi -base représentée par 
V'u’-f é 1 • Cette supposition conserve une ligue b (que 
l’on détermine comme nous l’avons fait dans le cas 
précédent), qui dans l’ellipse était un axe ou diamètre, 
mais qui ne sera pas rencontrée par la nouvelle courbe : 
nous n’avons, en la faisant, d’autre but que d’établir 
entre le cas actuel et le précédent le plus d’analogie pos- 
sible. 

Le calcul à faire étant le même que pour l'ellipse, avec 
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le seul changement de ya 1 — 1> 1 en \j a 1 -f- b 2 , nous nous 
borneronsàenciterlerésultatquiestii* t/ s — b 2 .r *= — a'b 2 . 

201. Puisque nous ne prenons pas de limites dans les 
accroissements de y , occupons-nous, de prime 'abord, de 
sa moindre grandeur. En le supposant réduit à un point, 
comme nous l’avons fait déjà dans l'équation de l’ellipse, 
nous arrivons encore au môme résultat, x=sa; ce qui 
montre que la nouvelle courbe rencontre aussi l’axe des 
x à la distance a de l’origine. Il serait aisé du reste de 
se convaincre matériellement que, quand les deux fils qui 
représentent les côtés dont on connaît la différence, mis 
bout à bout, doivent oiïrir la longueur de la base (ce qui 
arrive lorsque la hauteur du triangle y , se réduit à un 
point), le plus grand des deux, pour surpasser l'autre 
d'une quantité 2 «, doit être égal à la moitié de celte base 
augmentée de la longueur a. On peut se faire une idée de 
la figure de la courbe, en imaginant qu’à chaque instant 
les deux fils croissent en même temps de quantités égales, 
ce qui laisse toujours entre eux la différence primitive; 
y alors croit indéfiniment avec x , de ÿorte que la courbe 
s’éloigne de l'origine en s’écartant à la fois des deux axes. 

202. Des réflexions semblables à celles que nous avons 
faites sur la contexture des équations du cercle et de l’el- 
lipse , contexture qui se trouve ici la même, nous feront 
conclure que l'on peut déduire de l’équation présente trois 
autres portions de courbe semblables à celles que nous 
venons de considérer dans l’angle de x et y positifs. 
L’ensemble de ces portions formera deux espèces de 
grands arcs, offrant leur convexité tournée vers l’origine 
(fig. 61), et partagés l’un et l’autre symétriquement par 
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l’axe des .t. Cette courbe porte le nom d 'hyperbole. On a 
conservé celui de foyers aux extrémités de la base fixe, 
c’est-à-dire aux points situés sur l’axe des x, l’un à droite, 

l’autre à gauche de l’origine, à la distance -f- b *. 

« 

203. Ce genre de courbes n’olïrant plus d’axes, on est 
convenu de les comparer entre elles au moyen de la lon- 
gueur de l’v qui s’élève au foyer, c’est-à-dire qui corres- 
pond à la valeur b‘ de r. Le double de cet y porte 
le nom de paramètre de la courbe. Pour obtenir ce para- 
mètre nous remplacerons dans notre équation x par 
y/ a - _j_ y- : nous en déduirons jiour expression de l’y du 
b 1 

foyer, y=— . Celle du paramètre sera, par conséquent, 

2 b* 
a 


204. Quand on suppose b égal à a, l’équation de- 
vient, y* — .t 3 = — a '- , puis x 1 — y 1 =a 1 , ou (r-f-y) 
{æ—y)=a l -, elle représente alors une hyperbole dite 
êquilatère. 

Les deux grandes branches de cette courbe sont, nous 
le savons, partagées symétriquement par la ligne de base 
du triangle variable, que nous avons appelée axe des 
.r. Si nous faisons faire à cette ligne un mouvement rota- 
toire de 4ô degrés autour deTorigine, sans faire varier de 
la même manière les sommets, ces derniers vont appar- 
tenir à des hauteurs nouvelles, auxquelles se rattache- 
ront de nouveaux .r, l’équation va prendre une nouvelle 
forme, et la courbe une position fort remarquable. 

205. Soit ÜB (fig. 62) la position primitive des x, OG 
sa position nouvelle; soit C un point de la courbe; tout à 
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l'heure il appartenait à un y, CB, auquel correspondait un 
x, OB : maintenant il fait partie d’un y, CE, auquel se 
rattache un nouvel r, OE. Cherchons le rapport existant 
entre les premiers .r et y et les nouveaux, rapport qui dé- 
pend évidemment de* l'angle A compris entre les deux 
positions successives de l’axe des a - . D'abord, (.1. est égal 
à CD-t-DE, ou CD-f-BP (DB est parallèle à OG); or, • 
l’angle DCB étant égal à l’angle -A (ks côtés sont perpen- 
diculaires les uns sur les autres) , nous avons 

Cl) = CB. sin CBD = CB . cos A ; 

nous avons de plus, BP — OB. sin A; donc, la valeur du 
nouvel y, CE, sera, 

CE=ycosA-t-xsin A. 

D’autre part, OE est égal à OE — EF, ou OF— DB 
( BF est parallèle à CE) ; or OF =OB. cos A, et DB = CB . 
sin A ; la valeur du nouvel x, OE, sera donc 

OE == x cos A — y sin A . 

Nous avons supposé l’angle A de' A» degrés) ; dans ce cas 
le cosinus est'égal au sinus, de sorte que les expressions 
ci-dessus deviennent, . 

CE = {x -hy) sin A, OE = ( x — y) sin A. 

Ces relations permettent de remplacer les facteurs 
(x-hy) et {x -y), qui forment le premier membre de 
notre équation de l’hyperbole équilatère, par de nouveaux 
facteurs qui offriront les nouveaux xet y ; voici leiésultat, 

-k =’ A*, ou yx = à* sin® A. t 
sin 3 A 

Remarquons encore que sin* A 4- cos* A = 1 (n'idl), 
formule qui, dans le cas de A = hb degrés, ^devient, 


> 
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2 sin’ A = 1 , puis sin* A = U de sorte que l’équation 
prend cette forme finale, 

a 5 

*y= y 

206. La courbe, qui précédemment rencontrait l'axe 

des .r, ne rencontre plus ni l’un ni l'autre des deux axes; 
en effet, la valeur de y correspondante à x nul serait in- 
finie, et la valeur de x correspondante à y nul serait éga- 
lement infinie. Ces axes qui ne toucheraient la courbe qu’à 
'une distance infinie de l'origine, prennent le nom A' asymp- 
totes. La représente l'hyperbole équilatère rappor- 

tée à ses asypiptotes. Nous ferons usage de cette courbe 
pour l’évaluation des surfaces, pour la solution graphique 
des triangles rectangles, et pour la détermination des sinus 
et cosinus des angles pour un rayon quelconque donné. 

207. Une hyperbole quelconque se peut construire au 
moyen de deux séries de cercles concentriques, dont cha- 
cune a son centre à l’une des extrémités de la base fixe, 
ou à l’un des foyers, et dont l’une est tellement coor- 

p 

donnée avec l’autre, que les deux cercles employés à la 
fois oflYenl constamment la .même différence eutre leurs 
rayons. Nous indiquerons et donnerons plus bas la des- 
cription d'un nouvel instrument propre à décrire, par un 
mouvement continu, toutes les courbes du deuxième et 
du troisième degré. 

208. Nous avons parlé précédemment d’un moyen de 
tracer l'hyperbole, dans lequel ou supposerait deux fils 
qui, offrant entre leurs longueurs une différence donnée, 
et partant, l’un d'un foyer, l'autre de l’autre, iraient s’at- 
tacher syr un crayon formant le sommet du triangle. Ce 
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crayon, destiné à tracer la courbe, serait supposé, de plus, 
entraîner le point de réunion des deux fils, de manière à 
faire éprouver, pendant chaque instant, le même allonge- 
ment à l’un et à l’autre. 11 est aisé de voir que, dans ce 
procédé, l’impulsion communiquée au crayon exercerait 
une égale attraction sur chacun des tils, puisqu’elle les 
forcerait à s’accroître tous les deux d’une même quantité : 
que, par conséquent, la direction de cette impulsion, pro- 
longée dans l'angle des fils sur lesquels elle agit avec une 
exacte parité, ne saurait se rapprocher de l’un de ces fils 
plus que de l’autre, c’est-à-dire qu’elle partagerait leur 
angle par moitié. Cette ligne hypothétique serait à chaque 
instant le prolongement d’un nouvel élément de la courbe, 
c'est-à-dire serait une tangente. Dans l’ellipse, c'était la 
normale qui partageait par moitiés l’angle des deux fils 
de construction. Par inverse, la normale de l’hyperbole 
jouera, relativement aux fils constructeurs, le même rôle 
que jouait à leur égard, dans l’ellipse, la tangente. 

209 . La construction de l’hyberbole équilatère rap- 
portée à ses asymptotes n’étant autre chose que la re- 
cherche de toutes les couples de quantités entre lesquelles 
se trouve moyenne proportionnelle une quantité donnée, 
se peut faire au moyen d’un assemblage d’équerres et de 
règles manœuvrant dans le même plan. Toutefois, ce mé- 
canisme serait peu propre à décrire uq nombre indéfini 
d’hyperboles progressives, sur les mômes asymptotes dis- 
posées pour faciliter les opérations arithmétiques, notam- 
ment les calculs des surfaces des plans, par superposition 
à la simple vue et sans calcul. Dans cet état, voulant 
donner une application d'utilité générale de cette courbe, 
et mettre en pratique le p/animètri', dont on trouvera la 
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description à l'Appendice, page 205, nous avons dû recher- 
cher des moyens mécaniques plus simples de là décrire; 
et ce n’est pas sans de grandes difficultés, et sans avoir 
sacrifié de longues veilles à l’étude de cette construction, 
et réclamé le concours des hommes éminents de la science, 
que nous sommes parvenus aux fins voulues. Voici la 
description du campsographe (compas des sections coni- 
ques) que nous devons au concours amical de Al. Chris- 
tian (fi g. 70). 

T est la tête de l’instrument, elle est à peu près faite 
comme celle du compas ordinaire : elle est formée de deux 
faces parallèles entre lesquelles est interposée une petite 
pièce de métal pour les unir entre elles : elles sont percées 
et les deux trous sont vis-à-vis l’un de l’autre : à la tête 
est fixé un pivot ab. Une espèce de parallélipipède 
oblong, creusé dans toute sa longueur, portant deux tou- 
rillons, est placé entre les faces de la tête, c’est cd; les 
tourillons entrent dans les trous des faces. La forme de 
la cavité de cd est prismatique, elle est traversée par une 
très-longue verge inflexible qui glisse à frottement dans le 
corps creux.: une vis d s’oppose à volonté au mouve- 
ment angulaire de cd. CH est la branche de l'instrument 
qu'on rend fixe à volonté et que j’appelle, par opposition 
avec l’autre, la branche inextensible, en b elle a une pe- 
tite cavité cylindrique pour le jeu du pivot, ab. MN est le 
pied de l'instrument : c’est un rectangle, il est traversé 
par une ligne droite AB qui le partage en deux parties 
égales ; un demi-cercle DD, dont le plan est perpendicu- 
laire à MN et contient la droite ABP, traverse la bran- 
che CH; celte branche tourne autour d’une charnière KL, 
dont l’axe perpendiculaire à AB est coupé eu deux parties 
égales par le plan du cercle; v est uue vis qui sert à 
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rendre fixe la position de la branche ('.H. Kn lin on place 
aux extrémités de FG deux palettes ou tirelignes pour 
tracer les courbes à l'encre, ou des pointes acérées lors- 
qu’on veut les graver sur planche, etc. 

Usage de l'instrument. Nous supposerons, pour plus de 
commodité, le pied MN placé sur un plan horizontal. 
Donnons une position quelconque à CH; ouvrons l’an- 
gle CTG à volonté et tournons les vis : maintenant con- 
duisons FG autour de CH, la tête cédera à notre mouve- 
ment et tournera sur elle-même, et nous engendrerons une 
surface conique; mais FG peut glisser dans le sens de la 
longueur sans cesser de faire le même angle avec CH; on 
profitera de cette facilité pour que la pointe p touche con- 
stamment le plan, et la courbe tracée sur le plan sera l’in- 
tersection du cône par le plan, ou une section conique. 

La fig. 72 représente un autre modèle de la partie supé- 
rieure du compas : ici le pivot qui doit être en b ne sc voit 
plus, ab est une barre soudée avec la tête; un quart de 
cercle mn, qui part de cd, passe par une ouverture laté- 
rale de AU. I/angle formé par les deux branches se lixe 
par une vis d. • 

La théorie démontre que cet instrument décrira les 
trois courbes du second degré, et à cause de cela, il 
pourra être de quelque utilité; mais donnera-t-il une 
courbe assujettie à des conditions connues qui la déter- 
minent? Oui ; mais alors il n’y aura pas de règle pour s’en 
servir : il faudra avoir recours au tâtonnement. Toutefois 
il y aura grand nombre de combinaisons pour arriver à 
un même résultat, ce qui diminuera la difficulté du tâton- 
nement même. 

Soit TB la branche fixe, et TA la branche mobile et ex- 
tensible qui ait décrit la courbe CDA; si l’on prend les axes 
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rectangulaires oz, ox, oy, dont le premier soit une verti- 
cale passant par le sommet du cône, l’équation générale 
de la surface conique se simplifie, et l’intersection par le 
plan horizontal a pour équation 

(I) »/*+ (1 - y») ^4-2^ az! x =z'* (*« - 1) [*]. 

Cette équation renferme trois coefficients arbitraires. 
Ainsi, en la faisant passer par trois points, m, n, p , dont 
on se donnera les coordonnées, elle sera parfaitement dé- 
terminée et de grandeur et de position. 

L’analyse démontre que nous pourrons trouver jus- 
qu’à vingt-quatre cônes ayant leur sommet sur la li- 
gne zo (/iy. 71) et leur axe dans le plan zox, et donnant 
tous la même section conique CDA. Si maintenant la li- 
gne oz se meut parallèlement à elle-même dans le plan ver- 
tical, l’origine O changera de place et l’équation de la 
courbe variera. Les coefficients 1 — y s , etc., prendront 
de nouvelles valeurs, d’où l’on en conclura de nouvelles 
pour a, 0, z'. 11 suit de là qu’il y a une infinité de cônes 
dont les sommités sont dans le plan vertical passant par 
l’axe delà courbe CDB, qui tous produisent cette courbe 
par leurs intersections avec le plan vertical. Ainsi, quand 
on connaîtra la direction de l’axe d’une courbe du second 
degré et trois points de cette courbe, on trouvera avec 
un peu d’habitude, une position de l'instrument pour 
tracer celte courbe ; il suffira dans l'ellipse de connaître les 
deux sommets du grand axe et un sommet du petit. 

Nous avons dit plus haut f206) que nous ferions usage 
des propriétés de l’hyperbole équilatère pour la solution 
des triangles rectangles et pour la détermination des sinus 
et cosinus, etc., pour tout rayon donné. Voici comment : 


(*l Biol, art. 92. 
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Supposons que, sur la tangente au cercle en B ou en B' 
(/?ÿ.G9), on prenne une longueur BF, qu’on la porte sur le 
sinus de l’arc BN, et que, par le point F' ainsi déterminé, on 
fasse passer une hyperbole équilatère ayant pour asymp- 
totes les deux côtés de l’angle droit A, cette branche 
d’hyperbole reucontrera la tangente BF eu un point x, tel 
que B.r= AH' égale le cosinus de l’arc DN'; car il est évi- 
dent que si nous prenons BF pour rayon, et que nous dé- 
crivions l’arc I)iy, pour obtenir le point N' au moyen du 
rayon AN prolongé, et que de ce point nous abaissions la 
perpendiculaire H' N', sinus de l’arc DN'; il est évident, 
disons-nous, que d’après cette construction (d’après les 
triangles semblables AHN et AH'N', d’après l’égalité des 
triangles AB.r et A BV, et d’après l’équation de l’hyper- 
bole), AH' = BV= B.r égale le cosinus du même arc DN', 
pour un rayon BF, ce qu’il fallait démontrer. 

D’après ces principes, nous avons donc pu construire 
une échelle proportionnelle de sinus, cosinus, tang. , etc. , 
pour tous les rayons, qui la rende propre à la construc- 
tion de tous plans et profils, et à la solution graphique des 
inconnues des triangles en général, sans opérations arith- 
métiques et sans l’usage des logarithmes. Ces moyens 
graphiques sont abréviatifs et d’une grande simplicité, et 
trouvent des applications continuelles dans le levé des 
plans pour la réduction des lignes en raison des pentes. 
On en verra l’application à l’Appendice, page 205. 

210 . Voulant continuer l’examen des courbes du se- 
cond degré, nous allons supposer encore une fois que l’on 
donne, pour construire un triangle, un nombre de condi- 
tions insuffisant pour cet objet. Nous regarderons comme 
conditions à remplir les suivantes : 1° le triangle doit 
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être isocèle; 2° l'un des côtés égaux doit rester parallèle 
à une ligne passant par le sommet opposé, et en môme 
temps être constamment bornée du côté de la base (côté 
adjacent aux deux angles égaux) par la ligne élevée per- 
pendiculairement sur la précédente à la distance connue p, 
du sommet par e lequcl elle passe. La longueur de l’un des 
côtés ajoutée à ces conditions déterminerait complètement 
le triangle. Au lieu de cela, nous allons voir naître encore 
une courbe, assemblage des sommets de tous les triangles 
qui satisfont aux conditions imposées. 


211 . Soit CDF {fig. (5à), un des triangles possibles 
dans la question actuelle. OT est la longueur que nous 
avons ci-dessus appelée p. Nous établissons origine au 
milieu de cette distance O' F, de sorte que l’axe des y par- 
tagera par moitié la base DF, et que sa portion com- 
prise entre l’axe des x, OH, et le côté parallèle à cet axe, 
DC, sera elle-même partagée par la base en segments 
égaux, au même point E. Reportant ensuite au côté DC le 
nom de base que nous n’avions donné au côté DF que pour 
avertir de l’égalité des angles qui lui sont adjacents, nous 
allons chercher le rapport qui existe entre la hauteur CH 
ou y , et la distance OH ou .r, de son pied à l’origine. 

Nous obtenons d’abord, dans le triangle (’.FH, 

V* = CF 1 - FÎT 2 = CF 2 - ( OH — OF ) * =TF —Lr- £.)*. 

Nous savons d’autre part que CF est égal à DC, qui lui- 
môme, étant parallèle à l’axe des x , est égal à OH-j-OO', 

c’est-à-dire nous allons donc remplacer CF' par 



de sorte que notre liaison entre y et x deviendra 

>/ a = (*+£)*— 


Digitized by Google 



CONSIDÉRATIONS GÉNÉRAI.KS M R LM Éf.AMTÉS. 191 

212. Dans les équations précédentes, il n’entrait que 
les carrés des variables, ce qui conduisait à construire 
quatre portions de courbe dans les quatre angles qui 
entourent l'origine. Ici 1 ’y est le seul qui se présente à 
la seconde puissance. 11 suit de là qu’ après avoir construit 
une portion de courbe dans l’angle des x et y positifs, 
nous n’en pourrons pas aller construire une autre ailleurs 
que dans l’angle des x positifs et des y négatifs. Cette se- 
conde portion se raccordera avec la première et donnera 
un grand arc tournant sa convexité vers l’axe des y qui lui 
sera tangent. La forme de l’équation montre que x cl y 
doivent croître ensemble indéfiniment, de sorte que les 
deux extrémités de l’arc se prolongeront à l’infini. Cette 
courbe représentée par la / ig . 65 porte le nom de parabole. 
On évalue son ouverture au moyen d’un paramètre, 
comme nous l’avons vu faire précédemment pour l’hyper- 
bole. Ici le paramètre est le double de l’y, passant par 
le sommet fixe du triangle isocèle, c’est-à-dire qui s’é- 
lève à la distance ^ de l’origine. La substitution de ^ à la 

place de x, dans notre équation, donne pour valeur cor- 
respondantede y, y = p; le paramètre est donc 2 p, c’est- 
à-dire la quantité constante qui multiplie a; dans l’équa- 
tion de la parabole. 

213. Nous pouvons supposer que les côtés égaux de no- 
tre triangle isocèle sont des fils qui s’allongent à chaque 
instant de quantités égales, à mesure que s'accroît la base 
DF ( fiy . 64), et, de plus, que cet allongemeqt égal des 
côtés DC, FC est dû à l’action d’un crayon placé au som- 
met C. Il devient clair alors que la direction des éléments 
tracés partage constamment par moitié l’angle des deux 
lils ou du sommet, puisque cette direction est la même 
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que celle de la force qui entraîne le crayon, force qui, 
n'agissant pas plus sur un (il que sur l'autre, doit se 
trouver à égale distance de l’un et de l’autre. Cette ligne 
hypothétique serait, de même que dans l’hyperbole, tan- 
gente à la courbe. Si l’on fait attention que cette tangente 
va rencontrer le milieu du côté DF, et en même temps 
celui de la portion GO de l'axe des y , on verra que, pour 
tracer une tangente en un point d'une parabole donnée, 
il faut mener par le milieu de l 'y de ce point une parallèle 
à l’axe des .r jusqu’à la rencontre de l’axe des y, et joindre 
ce point de rencontre au point donné sur la courbe. 

214 . Nous savons que la ligne qui partage l’angle et la 
base opposée d’un triangle isocèle en parties égales est 
perpendiculaire sur cette base; par conséquent la tan- 
gente est perpendiculaire sur une ligne qui joindrait le 
point où elle rencontre l’axe des y avec le sommet fixe si- 
tué sur l’axe des .r. Ce sommet porte le nom de foyer. 
Voici pour quel motif. Les deux fils, supposés prolongés 
au delà du point C, formeront, avec l’élément de courbe 
situé en ce point, deux nouveaux angles égaux à ceux 
qu’ils formaient en deçà. Si donc nous imaginons que les 
éléments linéaires soient remplacés par des petits élé- 
ments plans, tous les rayons, soit lumineux, soit calorifi- 
ques, qui arriveront daus la concavité de la courbe pa- 
rallèlement à l'axe, c’est-à-dire dans la direction de l’un 
de nos fils, iront nécessairement, quand ils auront formé 
un angle de réflexion égal à leur angle d’incidence, se 
croiser au point F, c’est-à-dire que, dans leur marche, ils 
ne pourront quitter la direction du premier fil sans entrer 
dans celle du second. Chacun connaît l’usage que l’on 
fait des miroirs paraboliques. 
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215 . Ajoutons que le foyer est éloigné de l’origine 
d’une distance égale au quart du paramètre, ou du coeffi- 
cient constant de x dans l’équation de la parabole. C’est à 
la même distance qu’est située, du côté opposé, la paral- 
lèle à l’axe des y, O’ D, qui porte le nom de directrice. 

216 . Notre équation nous montrant que y doit être 
constamment moyen proportionnel entre x et une quan- 
tité constante (le paramètre), nous pourrons construire 
notre courbe de la manière suivante. Imaginons une 
équerre BOC (fig. 60) ayant son sommet à l’origine, 
autour de laquelle il peut tourner; puis une règle BAC, 
coupant à angle droit l’axe des y, et dont la pointe A 
peut glisser sur cet axe sans qu’elle-même cesse de lui 
être perpendiculaire. Fixons sur cette règle, au point B, 
distant de l’axe des y de la longueur du paramètre, une 
pointe sur laquelle nous ferons reposer la branche OB de 
notre équerre, La rencontre de l’autre branche avec la 
règle donnera le point C, appartenant à la parabole. En 
effet, OA, ou y , sera moyen proportionnel entre AB, ou 
le paramètre, et AG, ou x. En forçant l’équerre à s’ap- 
puyer constamment sur la pointe B, pendant la marche 
de la règle, et retenant un crayon à l’intersection supé- 
rieure de ces deux instruments, on tracera la courbe d’une 
manière continue. 

217 . Toutes les courbes que nous venons de passer en 
revue, cercles, ellipses, hyperboles, paraboles, nous les 
avons considérées comme des assemblages d’éléments rec- 
tilignes; en cela toutes se ressemblent. Ce qui fait leur 
différence, c’est la loi qui préside pour chacune à l’incli- 
naison sur l’axe des x des éléments qui la composent; de 

L. 13 
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sorte que l’égalité qui figurerait cette loi pourrait tout 
aussi bien servir à représenter une courbe que celle qui 
annoncerait la relation existante entre les y et les x. Si 
c’est au moyen de la tangente trigonotné trique que nous 
représenterons cette inclinaison des éléments ou des tan- 
gentes à la courbe, la tangente en un lieu d'une courbe 
n’est autre chose, avons-nous dit, que l’élément rectiligne 
de ce lieu prolongé de part et d’autre, nous verrons la loi 
figurée par le rapport des accroissements qu’éprouvent x 
et y, quand on passe de l’extrémité antérieure d’un élé- 
ment à son autre extrémité. En effet, cet élément nouveau 
peut être considéré comme l’hypoténuse du triangle rec- 
tangle dont la base serait l’accroissement que vient d’é- 
prouver x, et la hauteur celui que vient d’éprouver y. Or 
nous savons que la tangente trigonométrique de l’incli- 
naison de l’hypoténuse sur la base est représentée par 
le rapport de la hauteur à la base (n* 165); si donc nos 
accroissements sont représentés, celui de y par dy, celui 
de x par dx, la tangente de l'inclinaison sera figurée par 
la valeur du rapport 

218 . Pour un cercle (/ ig . 67), l'inclinaison de la tan- 
gente CD, c’est-à-dire l’angle CDX (on le prend toujours 
à droite) , offre la même tangente trigonométrique, au si- 
gne près, que l’angle CDO, qui en est le supplément : et la 
tangente de ce dernier est la cotangente de l’angle DOC 
qui est son complément. Or, dans le triangle COB, cette 
cotaugente, ou la tangente de l'angle OCB, est égale à OB 

divisé par BC, c’est à-dire à -. En donnant à cette colan- 

y 

gentele signe — , elle deviendra la tangente de l’angle CDX, 
et X équation différentielle du cercle sera -f- == — Nous 
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l'appelons différentielle parce qu elle exprime la condition 
en vertu de laquelle cette courbe est un cercle. 

219 . L’angle COB. que nous venons de considérer, 
serait l’angle de la normale avec l'axe des .r, et sa tan- 
gente serait représentée par En la comparant h la 
précédente, nous voyons qu’elle n’en diffère que parle 
changement de signe et le renversement. Ce rapport entre 
les inclinaisons de ces deux lignes a constamment lieu. 

220 . Dans la parabole {fuj. 68), l’inclinaison de la tan- 
gente sur l’axe des x est égale 1 angle du sommet du 
triangle rectangle dont l'hypoténuse sert de base au triau- 
gle isocèle; or cet augle a pour tangente l’équation 

différentielle de la parabole sera donc^~=^. Si nous 

y regardons comme une simple variable z , cette éga- 
lité deviendra zy = p et pourra donner naissance à une 
hyperbole équilatère, qui serait la courbe langenlieUe de 
la parabole. On pourrait chercher encore la courbe tan- 
gentielle de cette hyperbole : ce serait la courbe tangen- 
tielle du second ordre de la parabole, ou, si l’on veut, son 
équation différentielle du second ordre. On voit que, s’il 
y avait lieu, on pourrait obtenir par ce moyen une sé- 
rie de courbes tellement liées entre elles, que la connais- 
sance de l’une entraînerait celle de toutes les autres. 

221 . Toute question, de quelque nature qu’elle soit, 
qui présente deux variables, doit donner naissance, lors- 
qu’on cherche la liaison qui existe entre ces variables, à 
une équation entre# et y, que l’on peut considérer comme 
celle d’une courbe qui doit avoir sa courbe tangentielle, 
ou son équation différentielle. Cette dernière présente, 
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comme nous venons de le voir, le rapport de l’accroisse- 
ment fort petit de l’une des variables à l’accroissement 
correspondant de l’autre ; or il est souvent beaucoup plus 
facile de trouver immédiatement ce dernier rapport que 
d’arriver de prime abord à l’équation ordinaire ou algé- 
brique entre x et y. Si donc nous savions former un ta- 
bleau de correspondance entre les diverses formes de liai- 
sons simples entre x et ÿ, et les équations différentielles 
de ces formes, dés qu’il semblerait plus commode de pas- 
ser par ces dernières, on le ferait, sans s’éloigner pour 
cela du but le moins du inonde, puisque la connaissance 
des unes conduirait à celle des autres. Nous allons voir à 
établir brièvement ce tableau. Nous chercherons l’accrois- 
sement qu’éprouve y lorsque x croît de (lx, ce qui donnera 
dy en fonction de dx, et permettra de former le rapport 
Nous obtiendrons dy. en faisant croître d’abord y 

tout entier, puis en retranchant ce qu’il était avant de 
croître. 

229 . 1 °. La forme y—x^n a nous donne l’égalité 
y-t-dy = x-\-dx±a, 

qui, par le retranchement de la première valeur de y, 
nous conduit à dy — dx : c’est l’équation différentielle de 
toutes les lignes droites qui forment avec l’axe des x un 
angle de A5 degrés. L’expression de la tangente nous l’ap- 
prend encore, puisqu’elle est ^ = i, et que ce n'est que 

pour une inclinaison de degrés que la tangente de l’in- 
clinaison est égale au rayon. 

223 . 2*. La forme y=ax donne, en agissant comme 
ci-dessus, 

y-hdy = a(r-ï-dc)=tix-\-adx. 
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puis, dy = adx : c’est l’équation différentielle de toutes 
les lignes droites passant par l’origine, et dont la tan- 
gente d’inclinaison est a. L’équation différentielle donne 

aussi ~^=a. Si l’équation proposée eût èléy = ax^b, 

l’équation différentielle serait restée la même, ce qui mon- 
tre qu’elle convient en même temps à toutes les lignes de 
même inclinaison qui ne passent pas par l'origine. 


224 . 3°. Prenons la forme y=logar, représentant la 
courbe dont les y sont les logarithmes des x et que l’on 
nomme logarithmique , l’accroissement des y sera la dif- 
férence entre deux logarithmes consécutifs, et celui de a: la 

différence entre les deux nombres correspondants. Si nous 

•» 

supposons connus les deux premiers termes, b et b , de la 
progression arithmétique que forment les logarithmes, 
comme dans ces progressions deux termes consécutifs 
quelconques offrent la même différence, nous aurons 
dy—Ü — b. Si nous connaissons de même les deux pre- 
miers tenues, a et d, de la progression géométrique que 
forment les nombres correspondants aux logarithmes, 
comme le quotient de la division de deux termes consécu- 
tifs l’un par l’autre est constamment le même dans cette 

espèce de progression, nous aurons d’où 

nous tirerons dx — (d — a) Le rapport de dy kdx sera 

donc 

dy d — b a 

dx a ' — a ’ x’ 


Ordinairement on suppose que le premier terme de la 
progression arithmétique b est 0, et que celui de la pro- 
gression géométrique a est I ; on admet de plus que le 
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second terme de la première, //. est égal à la différence 
des deux premiers de la seconde, d — 1, ce qui réduit le 

rapport ci-dessus à En regardant comme une 

simple variable, nous reconnaîtrons dans cette équation 
différentielle de la logarithmique l’équation naturelle 
d’une hyperbole équilatère. Pareille observation s’est déjà 
présentée à l’occasion de la parabole. 

La base du système de logarithmes que produiraient 
les suppositions précédentes serait2, 7182818... On donne 
à ces logarithmes le nom d’hyperboliques. 


2'lb h°. La forme y = x a se ramènera facilement à la 
précédente. Les logarithmes des deux nombres sont égaux : 
ainsi ly — l(x a )—a .lx (le logarithme de la puissance 5« 
d’un nombre, par exemple, est, comme on sait, égal à cinq 
fois le logarithme de ce nombre. ) Tout à l'heure l’équa- 

• (tv 

tion y—lx nous a conduit à dy=-~-, une équation 


2 — lu nous conduirait à -, et celle-ci, 2 = atx, à 

y 

dz= — ; l’équation ly — a.tx, conduira donc à 

puis à dy~a.^dx=x. ~dx = a.x a ~‘dx, et enfin à 


= a. x*~\ 
dx 


226. 5°. La forme y = - se- rattache à la précédente 

quand on la présente ainsi, y = a.x ~* ; nous aurons par 
conséquent , 

dy _ , a y 

— a.x ou — -r- ou encore — -. 

ax x* x 
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227. La forme xy=a, qui appartient à l’hyperbole 
équilatère, est une variété de y = ^. Son équation diffé- 
rentielle se présente quelquefois sous cette forme : 
xdy -f- ydr = 0. 

Ajoutons que la forme ^ = « se rattache aussi h l’une 

des formes déjà considérées, savoir : y = ax Son équation 
différentielle se peut présenter sous cette forme : 
y du. — .rdy — 0. 


228. 6*. La forme x — a 3 se peut changer en celle-ci, 
log x— y logtf (en prenant les logarithmes des deux mem- 
bres); dès lors son équation différentielle sera 

. 1 dx 

dy—-. . — , 

log a x 

et, dans le cas où a serait la base du système, 

. dx du i 

dy = — , ou 
•' x dx x 

Si nous avons y = a *, l’équation différentielle se pré- 
sentera sous la forme suivante : 


dy— ydx = a x dx, 


dy 

ou -- = ir 1 . 
dx 


La courbe tangentielle serait pareille à la courbe natu- 
relle. 


229. Nous ne poussçrons pas plus loin cette recherche. 
Faisons quelques .applications des procédés dont nous ve- 
nons de parler aux équations de nos courbes. 


• 230. Celledu cercle nous donne y— (r* — x*y-, cette 
forme rentre dans y = u M . Or, nous savons que, dans ce 
cas, le premier membre de l’équation différentielle étant 
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dy, le second offre un premier facteur qui est le second 
membre de l’équation naturelle, dont l’exposant a été di- 
minué d’une unité, et que, de plus, on a multiplié par 
l'exposant tout entier, puis un autre, qui représente l’ac- 
croissement de la quantité variable élevée à la puissance a-, 
nous aurons donc 

i 

<i'J = i( r * - **) 1 rf(r* — j*) — 2 

(nous considérons ( — r* ./■*) comme une simple variable); 
mais d (r* — .r*) est égal à — 2 xdx. Portons cette valeur 

et substituons y au facteur (r*— .-r*) 2 du dénominateur, 

*. 

comme l’équation naturelle nous y autorise, le résultat 
final sera 

O Tf/l* 

% = — Yf' ou y dy + xd}j — °» 

c'est le môme que nous avions trouvé géométriquement. 


231 . Pareille opération nous donnerait pour équation 
différentielle de l’ellipse — 

232 . Celle de l’hyperbole sera la même, avec la diffé- 
rence du signe. 


233 . Voulons-nous trouver celle de la parabole, nous 
remarquerons que son équation naturelle, y*=sf.px, se 

peut mettre sous la forme suivante : elle rentre 

alors dansÿœa-", et nous avons, 

/ •„ rfy p 

c’est l’équation à laquelle noa» étions arrivés par des con- 
sidérations géométriques. 
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234 . Comme une courbe, dont la courbure est unique, 
offre un élément horizontal quand elle cesse de monter et 
qu'elle va descendre, ou quand elle cesse de descendre et 
qu'elle va monter, c’est-à-dire quand son y devient le plus 
grand ou le plus petit possible, et comme par suite, dans 
ce cas, l’inclinaison sur l’axe des x étant nulle, sa tan- 
gente trigonométrique est nulle également, lorsque nous 
connaîtrons la courbe tangenlielle fournie par une ques- 
tion quelconque de physique, si l’on veut, à deux varia- 
bles, nous pourrons chercher quelles sont les valeurs de 
la variable x , qui, rendant nulle l’expression de la tan- 
gente, corres|>ondront aux valeurs maxima et minimit dey. 
Dans l’équation tangentielle du cercle, par exemple, 

^ = — -, c’est x = 0 qui annule le second membre. C’est 

dx y 

donc à la valeur # = 0 que correspondent les valeurs 
maxima de y. Nous savons, en effet, que pour cette va- 
leur de x seulement y est égal au rayon, tandis que 
pour toutes les autres il est moindre que le rayon. 


235 . Nous devons dire ici quelques mots d’un avan- 
tage remarquable que l’on retire de la considération des 
courbes tangentielles. Une courbe est donnée; on veut 
connaître la surface comprise entre elle, Taxe des x et un 
certain y. Cette surface est un composé de petits rectangles 
dont les hauteurs sont tous les y successifs de la courbe, 
et dont toutes les bases sont égales à l'accroissement dx, 
qu’éprouve a: à chaque instant. Soit y = f (x) l’équa- 
tion (nous désignons ainsi une forme quelconque), cha- 
que élément de la surface demandée aura pour expres- 
sion f (x) d.c = dy. (C e dy, accroissement de surface, 
n’est poiut l’accroissement de l’y précédent, qui était 


Digitized by Google 


202 GÉODÉSIE PR Al IQUE. 

linéaire. ) Or cette équation , mise sous la forme 
% = • 

n’est autre chose que l’équation donnée, considérée comme 
appartenant à une courbe tangentielle. Lors donc que 
nous voudrons connaître la surface comprise entre une . 
courbe et l’axe des t, nous trouverons son expression dans 
celle de l’ÿ d’une autre courbe dont celle-ci serait la courbe 
tangentielle. 


236 . Veut-on connaître, par exemple, la surface corn- 
prise eutre la parabole y = —, l’axe des re t un certain y 
que l’on se réserve de déterminer plus tard. On regardera 
— comme une expression de tangente. Elle appartient à 

l'équation y — , qui rentre dans la forme y=x a -, c’est 

donc — qui représente la surface cherchée. En rempla- 

çant, dans cette expression, — par y, substitution auto- 
risée par l’équation donnée, elle prend cette nouvelle 
forme, qui annonce que la surface demandée est le 

tiers du produit de l’t/ auquel on voudra s’arrêter par I’j: 
correspondant. 


237 . Enfin, nous terminerons cette introduction en 
montrant comment on peut encore, avec le secours des 
courbes tangentielles, évaluer la longueur de telle courbe 
que l’on voudra. Chaque élément rectiligne d’une courbe 
évaluée comme hypoténuse d’un triangle dont l’accrois- 

sement dex est la base est représenté par (nous ap- 
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pelons A l’inclinaison sur l’axe des j • de l’élément en ques- 
tion) ; or est égal à sec A, et de plus sec A est égale 
» 

à (tang*A-j-l) 1 ; l’expression ci-dessus devient donc 
(Lr ( tang 4 A -j- 1 ) J ; 

et, quajud on y remplace la tangente par son expression 

Ko représentant par dy cet élé- 
ment dont nous venons d'exprimer la longueur (ce dy est 
ainsi tout autre chose que celui qui entre dans l’expres- 
sion de la tangente), nous aurons l’équation différentielle, 



laquelle, au moyen du tableau que nous aurons formé des 
courbes tangentielles et naturelles correspondantes, nous 
conduira à une équation algébrique, dont l’y représentera 
la longueur de courbe que l’on se proposait de trouver. 


*•' 


ria. 
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APPENDICE 


OLARITHME FRANÇAIS 

OD 

PLANIMÈTRE-L AUR, 

CALCULATEUR ET CONSTRUCTEUR GRAPHIQUE UNIVERSEL. 

— — — 

AVANT-I*R01*0S. 

1 . U Otant fane a. été provoqué, dès 1810, par le besoin 
de simplifier et d’accélérer l’entreprise du cadastre géné- 
ral parcellaire de la France, et par suite toutes les opéra- 
tions géodésiques et graphiques qui s’y rapportent. Le 
principal mérite d’une invention est f utilité qu’elle pro- 
cure aux sciences et aux arts. L’utilité de notre instrument 
perfectionné est constatée depuis environ quarante ans, 
non-seulement par les économies importantes que son 
emploi a permis de réaliser tant en France qu’à l’étranger, 
mais encore par les encouragements que nous avons suc- 
cessivement recueillis de nos nombreux souscripteurs, et 
notamment du premier corps savant de France, de l’In- 
stitut. 

2 . L’ Olurithme est fondé en partie sur une propriété 
de l'hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes, et 
en partie sur la théorie des lignes proportionnelles et des 
triangles semblables. Il se compose de divers accessoires 
(voir PL V). Le principal est un rapporteur divisé en demi- 
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degrés sur une plaque de corne rectangulaire transparente, 
sur la surface de laquelle on a tracé des hyperboles entre 
deux asymptotes parallèles aux deux côtés du rectangle. 
Sur ces mêmes hyperlwles on trouve une série de lignes 
proportionnelles également parallèles aux deux asymp- 
totes. Le rectangle transparent se meut parallèlement à 
l'un de ses côtés au moyen de deux roulettes, que porte 
une règle divisée en parties égales et formant un des 
côtés du rectangle. C'est à l’aide de cet ensemble de lignes 
qu’on réalise par superposition ou à la simple inspection, 
et sans opérations arithmétiques, d’une part la construc- 
tion géométrique des plans, et d’autre part la transforma- 
tion des polygones au triangle ou quadrilatère équivalents 
et la mesure de leur surface. 


Application del'OIaritlnmsau calcul de la surface des plans. 


Art. i". 

3 . On sait que tout polygone peut être transformé en un 
triangle équivalent (135); et que, d’après une propriété 
très-connue de l’hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes, tout triangle qui a pour base l’abscisse d’un 
point, et pour hauteur l’ordonnée de ce même point, a une 
surface complètement déterminée. D’après le simple 
énoncé de ces principes, on conçoit déjà l’utilité de notre 
instrument pour mesurer la surface d’un terrain dont on 
a le plan, ou seulement les données nécessaires à sa con- 
struction. 

4. La construction de l’Olarithme consistait donc prin- 
cipalement dans le tracé exact, entre deux asymptotes 
rectangulaires, et dans toutes les proportions voulues, 
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d’un nombre suffisant d’hyperboles multiples de deux 
facteurs linéaires quelconques, et dans l’adjonction d’un 
mécanisme simple, facilitant le parallélisme que nécessite 
la transformation d’un polygone quelconque en un triangle 
équivalent. La plaque rectangulaire, unie à la régie à 
roulettes mobiles, remplit parfaitement les conditions 
requises, ainsi qu’on va l’indiquer en l’appliquant à la 
réduction du même pentagone (fig. A3 bit, PI. ///). 

5. Prenez l'instrument de la main gauche, et un pi- 
quoir ou un crayon bien effilé de la main droite, et après 
avoir tracé au crayon, ou avec la pointe d’acier, le pro- 
longement à droite et à gauche de l’un des côtés du pen- 

. tagone, du côté CL), fixez la pointe d’acier sur l'angle 1) ; 
appuyez alors la base MtN de la plaque de l’instrument sur 
la pointe d'acier, pour que cette base, pivotant sur ladite 
pointe, soit dirigée, sans tâtonnement, sur la diago- 
nale 1)À du pentagone; donnez ensuite à tout l'instrument 
son mouvement parallèle indiqué par ses roulettes mo- 
biles, en appuyant sur l'axe, jusqu'à ce que ladite base 
touche à l’angle opposé E, et détermine un point G sur le 
prolongement du côté CD; menez enfin la diagonale GA 
qui déterminera le triangle ADG équivalent au trian- 
gle ADE. Il est évident que si l'on opère sur le trian- 
gle ACd du pentagone, comme on vient de le faire pour 
le triangle ADE, on arrivera à la ligne AF, qui trans- 
forme ce triangle dans son équivalent ACF. Cette double 
opération transformera donc le pentagone donné dans le 
triangle équivalent GAF. 

6 . On pourrait transformer le pentagone en opérant 
d’un seul côté; mais ce moyen conduirait à un triangle 
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dont la hauteur et la base seraient trop disproportionnées 
pourque l’on puisse employer l’Olarithme avec tout l’avan- 
tage qu’on peut en attendre. Voilà pourquoi nous avons 
fait porter la transformation de ce polygone partie à 
droite et partie à gauche. 11 faut donc viser constamment 
à la plus grande régularité possible par des sections bieu 
tranchées, et non traînantes, de la base de l’instrument 
sur la base de la transformation, et pour cela, prendre de 
préférence ladite base opposée rectangulairement, ou à 
peu près, à la plus grande hauteur ou diagonale du po- 
lygone à transformer, et opérer ensuite partie à droite et 
partie à gauche de la base adoptée. Lorsqu’ enfin on ne 
peut éviter les angles trop aigus dans ce réduit, on borne 
la transformation en un quadrilatère dont la surface peut . 
également s'obtenir par l’Olaritlune, en considérant l’une 
des diagonales comme abscisse, et la somme des hauteurs 
des deux triangles opposés comme l’ordonnée du point 
correspondant. On trouvera de plus amples détails dans 
le second volume, et nombre d'applications pratiques 
bonnes à consulter. 

7 . Cherchons au moyen de l'Olaritbme la surface d’un 
triangle donné ABC (voir PI. V). Il est évident que si 
l’instrument est superposé sur ce triangle de manière que 
le point A porte sur l’une des asymptotes, et le point C 
sur l’autre, en même temps que la base AB sera parallèle 
aux abscisses des hyperboles, le sommet B sera forcément 
le point commun de la courbe multiple de la base par la 
hauteur du triangle. Dans cet état, si le point, commun à 
l’abscisse et à l’ordonnée de l’hyperbole multiple, tombe 
sur l'une des hyperboles décrites sur la plaque, le numéro 
de cette courbe (sa moitié, lorsqu'il s’agit du triangle), 
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ex primera la surface (lu triangle en un nombre rond de cen- 
taines, ou de dizaines de mètres carrés, selon la grandeur 
de l'échelle du plan à calculer. Si, au contraire, le point 
commun se trouve placé dans l’emblanc ou espace qui 
sépare deux courbes, la surface sera exprimée par un 
nombre fractionnaire, et l’on devra exprimer approxima- 
tivement cette fraction en dixiànes, comme on le fait pour 
les dixièmes des unités des échelles ordinaires. Ainsi, dans 
ce triangle où l’on voit que le point ou sommet B tombe 
entre les deux hyperboles n°» 80 et 00, mais plus près de 
90 que de 80, tout géomètre exercé jugera facilement que 
la surface du triangle ABC est à très-peu près de -- = 43, 
et que si l’unité carrée exprimée par les numéros des 
hyperboles décrites est Tare, par exemple, la surface de 
ce triangle est d’environ 43 ares. 

8 . Cherchons encore avec notre instrument la surface 
d’un quadrilatère ABCD, également placé sous la plaque 
transparente, de manière que la diagonale AB et la somme 
des hauteurs des deux triangles fassent fonction des 
abscisses et des ordonnées des hyperboles décrites. Il est 
encore évident que le point .r, qui se trouve situé à la 
hauteur du sommet I) du quadrilatère, perpendiculaire- 
ment au sommet B, doit indiquer la courbe multiple de 
l’abscisse AB par l oi donnée S.r, et que la position de ce 
point x entre les deux hyperboles n“ 140 et 150 accuse 
une surface de = 7'2,âO, c’est-à-dire 72 ares 50 cen- 
tiares. 

De roiarithme considéré comme constructeur graphique. 

Art. 2. 

9 . Tout homme pratique, habitué à la levée et à la 

L. 1 t 
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construction des plans, comprendra, de prime abord, 
l’utilité de notre instrument dans la construction des 
plans, en considérant la grandeur du rayon du rapporteur 
divisé en demi-degrés, que porte la plaque unie à l’é- 
chelle à biseau, et la facilité qu’on a de déterminer et de 
tracer en outre, sur les plans, avec exactitude, l’ouverture 
des angles et la direction des côtés ou lignes observées 
sur le ter rain, au moyen des sinus et cosinus (qu'ou lit en 
même temps) , d’après deux axes rectangulaires, comme 
on le fait pour le rapport des distances à la méridienne et 
à la perpendiculaire d’un lieu donné, pour les points 
observés composant un canevas trigonométrique. Les 
lecteurs ou aspirants à l'art géodésique qui désireront 
connaître ou être initiés aux nombreuses applications 
dont cet instrument est susceptible, voudront bien con- 
sulter le second volume, spécialement destiné aux appli- 
cations pratiques en général. 

Application de i'OIarilhme 1 la détermination des «inus et cosinus 
naturels, ou à la déterminai ion des inconnues du triangle rec- 
tangle, en général pour procéder méthodiquement à la réduc- 
tion des lignes en raison des pentes, et au rapport des profils 
en long et en travers dans les nivellements, etc., etc. 

Art. 3. 

10 . Supposons que l’on veuille mesurer ou niveler un 
terrain diversement incliné sur l’horizon indiqué par la 
ligne brisée ABCDEF ( fig . 73, PI. IV), et en construire 
géométriquement le profil en long. On parcourt le ter- 
rain dans tout son développement extérieur pour pouvoir 
mesurer avec le théodolite à cercle zénital portant une 
luneite à stadia, ou avec tout autre instrument, soit l’in- 
clinaison à l’horizon, soit la longueur partielle de cha- 
cune des sinuosités du terrain, en commençant par la 
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première partie AB, que nous supposerons avoir été me- 
surée et trouvée de 75 mètres, sur une pente de 35 degrés. 
Il est évident que pour connaître, avec ces seules don- 
nées, la dilFérence de niveau du point B sur le point A, et 
la projection horizontale de la pente AB sur le plan de 
l’horizon AB', il faut calculer ou déterminer graphique- 
ment les inconnues du triangle rectangle AB'B, dans 
lequel les trois angles et l’hypoténuse sont connus. La 
projection horizontale AB' de la pente AB est égale au 
cosinus de l’angle BAB', et la hauteur B sur A, ou BB', 
est égale au sinus du même angle d’inclinaison pour le 
même rayon AB mesuré. L’Olarithme va nous donner 
cette double solution sans opérations arithmétiques. Voici 
comment t 

11. Prenez d’abord sur la tangente, représentée sur la 
plaque par la première ligne PQ, qu’on disposera vertica- 
lement, l’horizontale correspondante au n*75, et suivez 
sa direction : I jusqu’à la rencontre de la verticale 
n* 35°, qui se fait entre les deux hyperboles n“ 61 et 62, 
mais plus près du n* 61, d’où vous jugerez visuellement 
que la projection horizontale de cette pente est à très- 
peu près de 61 mètres 4 décimètres ; 2» jusqu’à la ren- 
contre de la verticale cotée n" 55°, qui est l’angle de com- 
plément à 35 degrés, dans le triangle rectangle ABB', 
rencontre qui a lieu sur la courbe n* 43, d’où vous jugerez 
encore que la hauteur du poiut B sur l’horizon du point A 
est de 43 mètres. 

12. En opérant de la même manière avec les triangles 
rectangles successifs BC'C, DC"C, DGEet FE'E, on trou- 
vera : 1* que la projection horizontale de BC est de 82”, 7, 
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et la différence de niveau du point B sur C et réciproque- 
ment de 30®, 1, laquelle différence, ajoutée à celle du 
point B sur A, donne h celle de C sur A, 73 ro ,l ; 2* que 
la projection horizontale de la pente CD est de 44»“, 8, et 
la hauteur du point C sur l’horizon D de 44", 8, laquelle 
hauteur étant déduite de celle deC sur A, il reste 28®, 3 
pour la hauteur D sur l’horizon du point A ; 3“ que la 
projection horizontale de la pente DE est de 64", 1, et la 
hauteur E sur l'horizon AE', de 42", 8; 4* enfin, que la 
projection horizontale de la pente EF est de 86", 0, et le 
point F à 7",2 au-dessous de l'horizon du point A. La 
somme totale des diverses projections horizontales du 
terrain parcouru donne AF' = 334", 6 pour la réduc- 
tion à l’horizon de la ligne brisée et diversement in- 
clinée ABCDEF=386 mètres. 




Digitized by Google 



LA 

QUADRATURE DU CERCLE, 

D’APRÈS M J A. LAIIR, 

• Ingénieur civil. 


1. La quadrature du cercle peut être considérée 
algébriquement ou géométriquement : dans le premier 
cas, elle est purement idéale, c'est-à-dire qu’elle 
n’existe que dans notre entendement; dans le second 
cas, elle est physique, et accessible à la fois à notre 
intelligence et à nos organes, parce que la géométrie 
a pour objet spécial la mesure de l'étendue réelle et 
finie, et qu’on ne peut se faire une idée exacte de l’é- 
tendue en général , sans lui supposer des limites et 
trois dimensions . 

2. Mesurer l’étendue en général, c’est la décom- 
j»oser en parties égales, et l’expression numérique de 
l’étendue est le rapport ahstmit de l’étendue totale 
mesurée à l’unité de mesure choisie : et, pour nous, 
mesurer l’étendue, c’est chercher la base du rectangle 
équivalent qui doit avoir pour largeur l’unité de me- 
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sure. Nous appelons ce rectangle valeur longitudinale 
de la surface ou du solide mesures. Ainsi le rapport 
géométrique de la ligne à son unité linéaire, de la 
surface à son unité- superficielle, et du solide à son 
unité cubique, sont choses identiques. Enfin, cette 
manière d’envisager la grandeur en général nous per- 
mettra de comparer la ligne à la surjace e t au solide, 
quoique ces choses soient hétérogènes, et à compo- 
ser et à décomposer toute grandeur à volonté. Ainsi 
la mesure superficielle du cercle, et celle de la capa- 
cité cubique de la médaille cylindrique de même 
diamètre, pourront être représentées par une même 
valeur longitudinale si l’épaisseur ( l’axe) de la mé- 
daille est égale à l’unité de mesure du cercle corres- 
pondant, parce que l’unité d’épaisseur ni de largeur 
ne modifie en rien le rapport de l’étendue à son unité 
de mesure, et (pie le rectangle de too mètres car- 
rés, par exemple, a la même valeur longitudinale que 
le parallélipipède de 100 mètres cubes. 

3 . Il est évident qu’il existe un carré équivalent 
à tout cercle donné, et que toute diagonale de carré 
est égale à une certaine demi-circonférence de cer- 
cle; et nous allons faire voir que la diagonale du . 
carré équivalent à un cercle donné, est moyenne pro- 
portionnelle entre le diamètre et la demi-circonfêience 
du même cercle. 

Soit le cercle A (Jig. i), d’un rayon x\ ?r désignant 
le rapport de la circonférence au diamètre, le côté 
du carré équivalent sera exprimé par x^n, et la dia- 
gonale par quantité égale à la racine carrée 
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du produit de jrJb(£circ.) par le diamètre a x. Cela 
se voit géométriquement à l’aide de la Jig. 2 . 

En effet, soient AB = a.r, BC. = x\nit, ou la dia- 
gonale du carré R. supposé équivalent au cercle A 
(les cathètes du triangle rectangle ARC.), et par le 
point C menons perpendiculairement à AC la ligne CF, 
qui coupera en F le prolongement de AB; le seg- 
ment BF sera la demi -circonférence du cercle de 
rayon x, puisque les triangles semblables, FBC, CRA, 
donnent BF : BC. " RC : RA. 

4. l,a difficulté se réduit donc à trouver le carré 
dont la diagonale est moyenne géométrique entre la 
demi-circonférence. et le diamètre du cercle. Voici le 
moyen analytique de le découvrir. 

Représentons par a/’ 2 le carré équivalent au cercle . . 
de rayon x que nous inscrirons dans un cercle de 
rayon r, et par Y* le carré équivalent audit* cercle 
de rayon r; nous aurons les deux relations 

iti’z: Jr’ et Y’ = 

Et en éliminant r* entre les deux équations, et 
extrayant les racines, 

ir* = Yv^. 

Ce qui exprime que la demi-circonférence de tout 
cercle donné est égale à la diagonale du carré équi- 
valent au cercle circonscrit au carré de même sur- 
face que le cercle donné ; ou encore, que la circonfé- 
rence r/e tout cercle est égale au périmètre du carré 
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moitié en surface du ceicie qui irise i il le cane équi- 
valent au cercle donné. 

Nous arrivons au même résultat par la construc- 
tiou géométrique (Jig. a), en prenant AB' = BC, et 
B'C' = BF, pour former les triangles rectangles AB'C' 
et C'B'F', qui donnent B'F' : B'C':: B'C': B' A. 

5. Il est inutile de faire remarquer que, d’après 
l’emblème jrx*, et les constructions qui précédent, 
le diamètre de n étant i, ou l’un des ternies de la 

progression décimale, ^ représente nécessairement la 

dixième partie de la valeur longitudinale de la surface 
du cercle , puisque le ÿ de la circonférence par 
le diamètre doit produire la surface, c’est-à-dire que 
çBF x 10 = BF x 5 = 7tjj* x i ; en d’autres termes, 
que la valeur longitudinale de la surface peut être re- 
présentée par ioox 1 , celle de la circonférence par 
4o x i, et celle du rapport de la circonférence au 
diamètre par 4 X • • Ce résultat remarquable devient 
évident par les constructions géomt*triques( - //g. 3 et f\ ) 
équivalentes, sous-divisées chacune en ioo parties 
égales (i). 


(i) Le rectangle MN représente la valeur longitudinale du 

cercle , c’est-à-dire wx* x — — too X > • 

10 

Le rectangle Pt représente la valeur longitudinale de la cir- 

.... ax , 

conférence, cest-a-dire 2?r X — = 40 x 1. 

10 

Le rectangle N y représente la valeur longitudinale du rapport 
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ü. Toute grandeur effective étaut ainsi le produit 
de trois dimensions, dont deux représentent l imité 
de mesure (2 ), il est évident que deux polyèdres dis- 
semblables, ayant même axe et même volume, ont 
nécessairement leur base superficielle équivalente. Si 
donc nous supposons que la médaille cylindiique A 
' ( fig- 5 ) ait même axe et même pesanteur spécifique 

que le polyèdre B [fig. 6), leurs bases superficielles 
seront forcément équivalentes : or la théorie nous en- 
seigne à transformer tout polyèdre en un paial- 
lélipipède rectangle équivalent; si donc la base 
dudit polyèdre [fig. 6) peut être réduite au carré 
équivalent a e/g, ce même carré sera encore 
équivalent au cercle (fig. 5), et représentera en 
même temps sa quadrature ; ce qu’il fallait démon- 
trer. 

7. Inutile d’ajouter que les figures semblables 
ayant les côtés homologues proportionnels, on pourra 
passer à volonté à toutes les transformations voulues, 
du cercle au carré et du carré au cercle, au moyen 
d’une construction géométrique type, semblable a 
celle ( fig . 3) qui est déduite de la combinaison du 
diamètre de la médaille {fig- 5) avec la diagonale de 
son carré équivalent ( fig . 6). 


lit _ , 

de la circonférence au diamètre, c'est-à-dire — X — — 4 1 • 

Le rectangle abcd forme avec le diamètre et le } de la circon- 
férence exprime lesdites ioo parties égales du rectangle MN. 

Enfin le carré arfg, fait sur la racine de la surface, exprime 
encore une sous- division équivalente , etc. 
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PROBLÈMES IMPORTANTS A RÉSOUDRE GÉOMÉTRIQUE- 
MENT A LA RÈGLE ET AU COMPAS ET SANS OPÉRA- 
TIONS ARITHMÉTIQUES. 

i°. Déterminer la racine cubique , le diamètre et la 
circonférence de la sphère inscrite dans un cylindre 
droit, «lotit la surface de la base serait de i mq ,2<)3. 

2 °. Déterminer le diamètre , la circonférence et la 
quadrature de la surface totale du même cylindre. 

3°. Déterminer le diamètre, la circonférence et la 
quadrature de la surface totale de ladite sphère 
inscrite. 

4°. Déterminer le diamètre, la circonférence et la 
quadrature de la surface totale du cône inscrit dans 
le même cylindre. 

SOLUTION. 

i°. La sphère et le cône inscrits dans le cylindre 
droit ayant divers éléments de composition communs, 
et les quatre problèmes qui s'y rapportent n’offrant 
qu’un seul de ces éléments, il est évident qu’on ne 
peut déterminer les éléments inconnus qui manquent 
qu’au moyen des figures semblables, c'est-à-dire 
qu’au moyen «l une construction type semblable à celle 
de la fig. 3. 

F.n conséquence, partant de ce fait établi (2), que 
toute grandeur superficielle peut être représentée par 
un rectangle équivalent, la base «lu polyèdre à con- 
struire pourra être représentée par un rectangle 
( Jig. 3) ayant i m ,293 de base par i m ,oo de largeur 
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(i m ,a93x i m ,oo), et la moyenne géométrique entre 
la hase et la hauteur de ce rectangle sera nécessaire- 
ment la racine cubique de la sphère inscrite dans le- 
dit polyèdre. En portant ensuite la diagonale du 
carré de cette racine sur la ligne BC de notre con- 
struction type ( Jig . 3 ), et en menant les parallèles 
C'A" et C"F*, nous décrirons sur la hase A' F', à 
droite, le diamètre = BA", et, à gauche, la demi-cir- 
conférence = BF', de la section maximum de la 
sphère et de la hase du cylindre à construire ( ftg. -). 

Inutile d’ajouter que cette construction géomé- 
trique peut être faite à l’échelle proportionnelle 
qu’on désire [Jig- 9). 

a”. La surface totale du cylindre étant égale à six 
fois celle de sa hase, nous en obtiendrons la racine en 
prenant la moyenne géométrique entre trois fois la 
racine de la base et deux fois la même racine ; et en 
opérant ensuite comme on l’a fait pour l’exemple qui 
précède, on décrira le diamètre et la circonférence re- 
quis [fig. to). 

3 °. La surface totale de la sphère inscrite dans le 
même cylindre étant égale à quatre fois celle de la sec- 
tion plane maximum, il est évident que, puisque les 
surfaces sont entre elles comme les carrés de leurs 
côtés homologues, le double de la racine de la section 
maximum représentera la racine de la surface totale, 
de laquelle racine on déduira de même le diamètre et 
la circonférence du cercle équivalent au carré de 
cette racine (Jig. 1 1 ). 

4 °. Enfin, la surface totale du cône inscrit dans le 
même cylindre droit étant la moitié de la surface to- 


• 


\\ 
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taie de la sphère inscrite, nous obtiendrons la racine 
carrée en considérant la racine de la surlace de la 
sphère comme la diagonale du carré de la racine de 
la surface dudit cône, puisque le carré de la diago- 
nale est double de celui fait sur le côté du même 
carré (Jig. 12). 

Nota. Cette découverte date du mois de mai 181'î. 

Une Note imprimée a été déposée à la Bibliothèque 
impériale en juin 1 82 1 , et publiée à Rome (3 éditions) 
en 1 848 et 1 84y. 
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